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Die 01eituiig:8wider8tände. 

1. Reibung. Der Widerstand gegen die Gleitung setzt sich 
aus mehrepen Theilen zusammen. Der erste und für starre Körper 
wichtigste Theil, die eigentliche Eeibung, beruht nach meiner Auf- 
fassung auf einer Verschiebung der Atome der aufeinander gleitenden 
Körper (cfr. Nr. 23 des ersten Supplementes zum zweiten Theile der 
Naturgesetze). Sie setzt Kohäsion, welche bei der Verschiebung oder 
Abscherung überwunden werden muss, in den Körpern voraus und erfordert 
bei starren Körpern, welche sich berühren, ohne von selbst mit den 
Grenzatomen ineinander einzudringen oder doch nur eine geringfügige 
Eindringung zeigen, eine Pressung p zwischen diesen Körpern, in Folge 
deren die an den Gleitflächen liegenden Atome beider Körper ineinander 
eindringen. Ohne Pressung findet bei solchen Körpern kein Eindringen 
und daher auch kein eigentlicher Reibungswiderstand statt. Auch wenn 
das Eindringen beim Ruhezustande beider Körper in der Einsenkung kleiner 
Erhöhungen des einen Körpers in kleine Vertiefungen des anderen Körpers 
bestände und bei der Gleitung die Erhöhungen beider Körper sich durch- 
drängen, würde eine Pressung stattfinden müssen, um diese Durchdringung 
zu ermöglichen. - 

Bei Flüssigkeiten unterscheidet sich eine gemeinschaftliche Grenz- 
fläche zweier Flüssigkeiten nicht von einer inneren Fläche einer zusammen- 
hängenden Flüssigkeit. Die Grenzatome dringen schon vermöge der Ko- 
häsion ineinander ein, ohne dass es einer Pressung hierzu bedürfte. 

Vergegenwärtigt man sich die kugelförmigen Atome, welche die un- 
gemein dünnen Grenzschichten der beiden Körper bilden, in dem Zustande 
der Eindringung oder auch nur des Eingriffes an den obersten Segmenten ; 
so erfordert das Herausschieben dieser Kugeln aus einer Durchdringung 
und das Hineinschieben in eine neue Durchdringung der benachbarten 
Kugeln eine Kraft, welche von der Geschwindigkeity, womit die Körper 
aufeinander gleiten, insofern diese Geschwindigkeit ein gewisses Maass 
nicht überschreitet, unabhängig und wesentlich durch die Anzahl der sich 
ineinander verschiebenden Atome bedingt ist. Das Nämliche gilt, wenn man 
an die Stelle der Kugelsegmente der Atome kleine Erhöhungen rauher Flächen 
setzt. Die Anzahl solcher Atome oder Erhöhungen ist der Grösse der 
sich berührenden Oberflächen proportional ; die zur Durchdringung zweier 
Erhöhungen erforderliche Kraft ist aber bei starren Körpern von der 
Pressung p abhängig , weil eine stärkere Pressung die Theilchen einer 
solchen Erhöhung fester zusammenhält. Für massige Pressungen, welche 
die Kohäsion nicht zerstören, wird der Widerstand gegen diese Durch- 
dringung der Pressung proportional und demgemäss der Widerstand gegen 
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die Gleitung einmal der Grösse der Gleitfläche und andererseits der 
Pressung pro Flächeneinheit, im Gänzen also dem Produkte aus Beiden, 
mithin dem Gesammtdrucke p proportional oder gleich hp sein, worin der 
Koeffizient b durch die physikalische Beschaffenheit der beiden gleitenden 
Körper und durch die Rauhigkeit ihrer Oberflächen bedingt ist. 

Bei sehr starken Pressungen oder Geschwindigkeiten wird die Kohäsion 
zerstört und es tritt bei starren Körpern die Abnutzung ein. 

2« Kompression* Die Pressung jp bewirkt ausser der Verschiebung 
auch eine Kompression der Atome oder der kleinen Erhöhungen der 
gleitenden Körper; die Gleitung konsumirt also eine gewisse Kompressions- 
arbeit. Der dabei in der Gleitlinie zu überwindende Widerstand kann 
ebenso wie der vorstehende Verschiebungs widerstand der Kraft p pro- 
portional gesetzt, mithin in dem Gliede hp einbegriffen werden. 

3. Adhäsion und Kohäsion. Wenn die Körper aneinander haften 
oder adhäriren, d. h. wenn sie im Ruhezustande nur unter Aufwendung 
einer Kraft von einander abgehoben werden können, muss bei der Gleitung 
offenbar erst die Adhäsion überwunden werden, ehe die Reibung in 
Wirksamkeit treten kann. Der Widerstand gegen die Gleitung wird daher 
ausser, der obigen Kraft bp ein Glied a erhalten, welches von der Ge- 
schwindigkeit V und dem Drucke p unabhängig und der Grösse der 
Gleitungs fläche proportional ist. 

Adhäsion ist nichts Anderes, als sekundäre Kohäsion, nämlich die 
als Abscherungskraft auftretende Kohäsion zwischen den Schichten ein- 
unddesselben Körpers oder zwischen den Grenzschichten zweier ver- 
schiedenen aneinander haftenden Körper. 

Man kann die Adhäsion nur auf das gegenseitige Eindringen von 
Grenzatomen zurückführen, deren Trennung desshalb Kraft erfordert, weil 
sich dabei die materiellen Punkte zweier Atome hindernd im Wege stehen, 
also eine Vergfösserung und Verkleinerung ihrer Abstände geschehen 
muss, welcher die Kohäsion widerstrebt. 

Sind die Körper elastisch; so ruft die Adhäsion , wie überhaupt 
die Kohäsion auch Form Veränderungen hervor und bedingt die damit ver- 
bundenen Arbeitsgrössen , welche im Allgemeinen Glieder darstellen, die 
der relativen Geschwindigkeit «;, womit die Schichten übereinander gleiten 
oder sich gegeneinander bewegen, proportional sind. 

Vermöge der Adhäsion werden die auf der Gleitfläche normal stehen- 
den Fibern des Körpers -4, indem er auf dem Körper B gleitet, in der 
durch Fig. 1 dargestellten Weise gekrümmt oder die zu Gleitflächen 
parallelen Schichten verschoben. In Folge dieser Verschiebung nimmt der 
rechtwinklige Längendurchschnitt der gleitenden Körper eine parallelo- 
grammatische Gestalt an. Diese Verschiebung entspringt daraus, dass die 
in der Gleitfläche auf den Körper A oder B wirkenden Kräfte mit den 
übrigen auf denselben Körper wirkenden Kräften ein Kräftepaar bilden. 
Zur Erhaltung dieser verschobenen Gestalt ist keine Arbeit erforderlich, 
sondern nur zur Erzeugung derselben. Insofern nun unausgesetzt während 
der Gleitung Fibern des einen oder des anderen Körpers gebogen werden 
müssten, ist die dabei verloren gehende lebendige Kraft, wie eben erwähnt, 
durch ein dem Stosseffekte ähnliches Glied auszudrücken : setzt man aber 
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voraus, dass ein Theil dieser lebendigen Kraft nicht stossweise, sondern 
in stetiger Wirkung erzeugt wird, sodass in jedem Augenblicke zur Biegung 
der eben in Kontakt befindlichen Fibern eine Arbeit ft, in der Zeiteinheit 
also von allen in Kontakt kommenden Fibern die Arbeit Icv zu leisten 
ist; so gesellt sich zu den Gleitungswiderständen noch ein Glied fc» dessen 
Werth aus einem konstanten und einem zu v proportionalen Theile be- 
stehen wird, da die Gleitgeschwindigkeit, indem sie die Theilchen der 
Fibern in Bewegung setzt, einen Einfluss auf die Stärke der Biegung der 
Fibern äussern wird. Der konstante Theil von k kann mit dem Gliede a 
und, insoweit er dem Drucke p proportional ist, mit dem Gliede bp ver- 
einigt werden; als neues Glied käme daher jetzt nur ein Widerstand 
]c = et; in Betracht. 

4. Stosseffekt. Die rasche Ausgleichung der Geschwindigkeiten 
oder der Stoss, welchen die Erhöhungen der gleitenden Körper gegen- 
einander ausüben, bedingt einen Verlust an lebendiger Kraft, welcher für 
jedes einzelne Zusammentreffen dem Quadrate der relativen Geschwindigkeit 
V proportional ist. Die Anzahl der sich stossenden Erhöhungen in der Zeit- 
einheit ist der Grösse v proportional, der Gesammtverlust in der Zeiteinheit 
daher gleich c?^;^ Dieser Verlust, welcher durch die Arbeit der gleitenden 
Kraft gedeckt werden muss, entspricht dem Gleitungswiderstande dv^. 

5. Gesammter Gleitungswiderstand. Aus den vorstehenden Theilen 
ergiebt.sich der gesammte Gleitungswiderstand 

(p = a -\- bp -}- cv ■}- dv^ 

Dieser Widerstand vertheilt sich , als äusserlich auf jeden gleitenden 
Körper angebrachte Kraft, gleichmässig über die Gleitfläche und, als 
bewegende Kraft, gleichmässig über die Masse eines solchen Körpers. 

Es ist nicht ausgeschlossen, dass bei sehr starken Pressungen die 
beiden Koeffizienten c und d von p abhängig werden, sodass der Wider- 
stand gegen, die Gleitung in grösserer Allgemeinheit und für ungewöhnliche 
Fälle die Form 

(p = a + bp+ (a' + 6'jp)t? -f (a" + b"p)v^ 

oder auch 

ff ^ a + a'v 4- «" v^ + (6 + b'v -\- b"v^)p 

annimmt. Die Koeffizienten in diesen Formeln sind im Allgemeinen dem 
Inhalte der Gleitfläche proportional, stellen also, wenn diese Fläche als 
Flächeneinheit angenommen wird, den Widerstand pro Flächeneinheit dar. 

6. Anwendungen. Wenn die beiden mit der relativen Geschwindig- 
keit V aufeinander gleitenden Körper starr, hart und ziemlich glatt 
sind und nicht aneinander kleben, haben für massige Geschwindigkeiten 
und Pressungen die Koeffizienten a , c und d in Nr. 5 kleine Werthe 
gegen b und der Gleitungswiderstand ist dann einfach tp = bp, und für 
klebrige Körper rp = a -|- bp. 

Je weicher oder verschieblicher der eine oder andere Körper 
ist, desto grösser wird der Werth von c (ohne jedoch einen namhaften 
Betrag zu erreichen), und je rauher die Körper sind , desto mehr erhebt 
sich der Werth VDn d. 
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Für zwei flüssige (oder gasförmige) Körper, welche keine 
Klebrigkeit haben und glatt sind, verschwindet der Werth von a, b und c 
und der Gleitungswiderstand wird nahezu c/) = -|- d'^v^, für klebrige 
Flüssigkeiten aber = a -f rft;'^, welcher für den gleitenden Körper 
positiv oder negativ wirkt, jenachdem er sich rascher oder langsamer 
bewegt, als der andere. 

Gleitet eine Flüssigkeit auf einem ruhenden starren Körper ; so zeichnet 
sich besonders der Koeffizient d aus und die Wirkung von €p = a -\- dv'^ 
ist positiv. 

7. Fortpflanzung der Kräfte und gleitenden Bewegungen. 

Eine auf einen Punkt eines Körpers angebrachte Kraft oder ein auf eine 
Linie oder Fläche eines Körpers angebrachtes System von Kräften pflanzt 
sich vermöge der Kohäsion (bezw. Adhäsion und Torsion) durch den 
Körper fort oder vertheilt sich über .die Masse dieses Körpers in einer 
Weise, welche von dem Bewegungszustande des Körpers abhängt, also 
nicht immer nach den für das Gleichgewicht gültigen Gesetzen beurtheilt 
werden kann. Es ist nützlich, die wesentliche Verschiedenheit der Haupt- 
fälle etwas näher zu beleuchten. 

Wenn sich alle materiellen Punkte eines Körpers oder eines Körper- 
systems unter der Einwirkung gegebener Kräfte in gleicher, und 
konstanter Geschwindigkeit befinden; so befindet sich das System in 
einem Gleichgewichte, welches wir ein absolutes nennen wollen. In einem 
solchen System bestimmen sich die Pressungen auf jeden Punkt, auf jede 
Linie und auf jede Fache in Gemässheit bestimmter Prinzipien der Statik 
nach bestimmten Elastizitätsgesetzen, oder die angebrachten Kräfte ver- 
theilen sich nach diesen Prinzipien in bestimmter Weise über das materielle 
System. So wächst die Zugkraft in den Querschnitten einer fest auf- 
gehängten eisernen Stange von unten nach oben durch Fortpflanzung des 
Gewichtes der unteren Theile auf die oberen vermittelst der Kohäsion. 

Die parallelopipedische Masse AB D C (Fig. 2) , welche auf der 
Fläche AB die Adhäsion Q erleidet, kann durch die Kraft P = ^ in 
Ruhe oder in gleichförmiger Bewegung erhalten werden, wenn noch ein 
Kräffcepaar, wie etwa B und 8, welches die Drehungstendenz der Kräfte 
P und Q aufhebt, mitwirkt. Die Kräfte P und Q pflanzen sich alsdann 
durch die Masse dergestalt fort, dass sie in jedem horizontalen Querschnitte 
EF die gleiche Spannung B = Q erzeugen, vermöge welcher der obere 
Theil CD FE treibend auf den unteren Theil AB FE und dieser 
hemmend auf den ersteren wirkt. Ob die Masse AB D C schwer ist oder 
nicht, ist hierbei gleichgültig. 

Wenn in Fig. 3 eine schwere Masse AB D C auf der geneigten 
Ebene A B unter Überwindung der Reibung mit konstanter Geschwindig- 
keit herabgleitet; so bilden alle ihre zur Gleitfläche parallelen Schichten 
ein im vollkommenen Gleichgewichte befindliches System. Die treibende 
Kraft jeder Schicht ist die zm AB parallele Komponente ?|} ihres Gewichtes. 
Die gleiche Geschwindigkeit aller Schichten setzt voraus, dass in jeder 
Schicht eine gleiche Arbeitsgrösse zu überwinden sei. Bezeichnet man 
also die Adhäsion der Schicht EF am der darunter liegenden mit q^ und 
an der darüber liegenden mit q, ; so muss für alle Schichten q^ - q^ = ^ Q 
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sein und daraus ist ersichtlich, dass die Adhäsion in diesen Schichten von 

unten, wo sie = ist, nach oben, wo sie = ist, stetig abnehmen 

muss. Auch aus rein statischen Gründen muss die Summe aller Differenzen 

q^ — ^2 = 8 3 der Adhäsionsspannungen aller Schichten von der obersten CD 

bis zu irgend einer in der Tiefe CE = ^ liegenden Schicht EF gleich 

der in dieser Schicht herrschenden Adhäsion g, ausserdem aber auch gleich 

der Summe der Komponenten 'd p des Gewichtes dieser Schichten oder 

gleich der Komponente p des Gewichtes der Masse EFD C sein , man 

muss also Cd q z= q =z p -= cjs und für die ganze Masse von der Höhe 

ö z 

AC =^h muss man Q = P = chy mithin c = -~ und q = -,- Q haben. 

Vorstehendes gilt natürlich auch, wenn die Masse AJBDC aus 
einzelnen Schichten (z. B. aus Kartenblättern) besteht. Die volle Reibung- 
wird alsdann nur in der gleitenden ünterfläche in Anspruch genommen, 
während in den Zwischenflächen schwächere und variabele Widerstände 
stattfinden. 

Wenn jedes Massenelement eines in absolutem Gleichgewichte befind- 
lichen Systems einer gleichen Kraft unterworfen wird, mögen alle diese 
Kräfte konstant oder variabel sein; so ist dieses System zwar nicht im 
Weltsysteme im Gleichgewichte, wohl aber bilden seine Bestandtheile unter 
einander ein relatives Gleichgewicht. Indem jene gemeinschaftlichen Kräfte, 
welche die Beschleunigungen und Ablenkungen bewirken, hinweggedacht 
werden oder durch entgegengesetzt wirkende Kräfte aufgehoben werden, 
wird das System nach dem d'Alembertschen Prinzipe unter den gegebenen 
Kräften in ein absolutes Gleichgewicht versetzt. 

Jeder mit gleichförmiger Geschwindigkeit rotirende Körper bildet ein 
Rotationsgleichgewicht, welches seiner wahren Natur nach doch nur ein 
relatives Gleichgewicht ist. 

Verschieden vom relativen Gleichgewichte ist der Beharrungs- 
zustand, nämlich der Zustand gleichförmiger, aber verschiedener 
Bewegungen der Theile eines Systems. Der einfachste hierher gehörige 
Fall ist das gleichförmige Gleiten eines Körpers auf einem anderen, ruhen- 
den Körper in geneigter Bahn durch die Wirkung der Schwere. Betrachtet 
man den gleitenden Körper allein; so hat man ein relatives Gleichgewicht: 
betrachtet man beide Körper als Gesammtsystem ; so liegt ein Beharrungs- 
zustand vor. 

Die Bewegung, welche ein im Beharrungszustande befindliches System 
im Zeitelemente d t ausführt, ist offenbar die virtuelle Bewegung eines im 
Gleichgewichte befindlichen Systems von Kräften. Demzufolge müssen die 
bei dieser Bewegung auftretenden Kräfte in jedem Augenblicke im Gleich- 
gewichte sein und die von diesen Kräften in der Zeit d t vollbrachten 
Arbeiten müssen vermöge des Prinzipes der virtuellen Geschwindigkeiten 
die Resultante null haben. 

Angenommen, das betrachtete System bestehe aus n beweglichen 
Schichten oder starren unpressbaren Blättern ^, , A^, A^ . . . . An mit 
den Massen m,, m^, »ig . . . . mn und den Geschwindigkeiten «;, v^ v^ 
. . . . f?n . Dieses System gleite im Anfange an der äusseren Schicht 
Aq, welche sich mit der Geschwindigkeit v^y bewegt, und am Ende an der 
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äusseren Schicht A» + 1, welche sich mit der Geschwindigkeit Vn + 1 bewegt. 
Die Gleitungswiderstände in den Grenzflächen zwischen Ä^^ und A^ , 
Ä^ und Ä.^, . . . An und An-^-i seien (für die ganzen Flächen, nicht für 
die Flächeneinheiten) (f^t f\ • • • 'f«- Alsdann verrichtet an der Schicht 
A^ der Widerstand y„ die Arbeit («?, — 1\,) cp^^ und der Widerstand 7), die 
Arbeit — {^-2 — ^1) ^i > beide zusammen also die Arbeit (», — «?„) cp^^ — 
(v.^-^—v^) (/»,. Ist t?, > ü, ; so ist (f,, ein positiver Widerstand für die 
Schicht -4/,, also eine Kraft, welche der Bewegung dieser Schicht entgegen 
wirkt, (mithin den beschleunigenden, in der Eichtung der Geschwindigkeit 
V 1 wirkenden Kräften gegenüber eine negative Triebkraft darstellt) : 
ist dagegen ü, < «?„ ; so ist r/),, ein negativer Widerstand für Ai, also 
eine Kraft, welche die Bewegung von A^ beschleunigt. An der Schicht 
Ä.^ wird die Arbeit (t?2 — t^i) Vi — (p^ — «^2) 5^2 verrichtet, an der 
Schicht Ax die Arbeit 

{j)x — Vx-l) fjpaj - 1 — {Vx^l — Vx) (Px 

Addirt man diese Arbeiten für alle „ Schichten ^4,, A2, . . . A„ ; 
so ergiebt sich als Gesammtarbeit der Betrag 

(Vl — ^o)n — (^« + 1 — ^^)'Pn 

Wären z. B. die beiden äusseren Schichten ^„ und A„ + i ruhende 
Körper, also v^^ =■ o und «/» + 1 = ; so wäre die Gesammtarbeit, welche 
zur Überwindung der Gleitungswidertsände erforderlich ist, v^ cp^^ -)- r„ 5p,,. 

Die an jeder einzelnen Schicht zu diesem Zwecke zu verrichtende 
Arbeit hängt von der Geschwindigkeit dieser Schicht und denen ihrer 
Nachbaren , sowie von den beiden Gleitungswiderständen zwischen diesen 
Schichten ab: die Gesammtarbeit aber , welche an einer zusammen- 
hängenden Gruppe von Schichten zu verrichten ist, hängt nur von den 
relativen Geschwindigkeiten der Endschichten und der zunächst daran 
grenzenden äusseren Schichten, sowie von den in den Endflächen herrschen- 
den Gleitungswiderständen ab. Die Arbeiten in jeder Zwischen- 
fläche heben sich gegeneinander auf und verschwinden aus der 
Summe der Gesammtarbeit: wenn man diese Flächen als die inneren 
des Systems ansieht; so ist die Gesammtarbeit der Gleitungswiderstände 
an den inneren Flächen stets gleich null und es kommen für diese 
Arbeit nur die Arbeiten der Gleitungswiderstände (Pq und f/n an den 
Aussen flächen in Betracht. 

Wäre ein äusserer Widerstand (p^^ stärker, als der Gleitungswider- 
stand, welcher sich zwischen den Schichten des Systems zu äussern ver- 
mag; so würde im Allgemeinen die erste Schicht A, mit der Unterlage 
A^^ vereinigt bleiben oder die Geschwindigkeit v^^ annehmen und das zu 
betrachtende System begänne erst mit der Schicht A^. Wäre der Wider- 
stand fjpo schwächer, als der Eeibungswiderstand zwischen den Schichten; 
so würde sich nur dieser vertheilen können: da derselbe aber nicht im 
Stande ist, die Schichten zu trennen; so können sie sich im Allgemeinen 
nur im Zusammenhange, also mit gleichen Geschwindigkeiten über die 
Unterlage hinweg bewegen. 

Ist der Widerstand fx , unter welchem zwei Schichten aneinander zu 
gleiten vermögen, durch die Natur des Systems gegeben, wie es z. B. bei 
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dem Gleiten schwerer Blätter aufeinander der Fall ist; so muss der obige 
Werth von (px dem letzteren Werthe f^ entsprechen. Je zwei Schichten 
Ax und -4a: + 1, für deren gemeinschaftliche Gleitfläche ffx Z. fx wird, 
haften aneinander, ohne zu gleiten. 

Wenn 'j^x die zur Überwindung der Gleitungswiderstände an der 
Schicht Ax erforderliche treibende Kraft ist, deren Angriffspunkt mit der 
Geschwindigkeit Vx fortschreitet; so muss ' 

und für die Gesammtarbeit zur Überwindung dieser Widerstände an allen 
Schichten 

^Vx'ßx = (^i — Vü)f/>o — K + i — ^«)5P« 
sein.. Für die einzelne Schicht Ax ist die Kraft 



'J9x ^ ^Px -V ffx- 



V 



X 



Im Vorstehenden haben wir unter den Widerständen (p nur stetig 
wirkende Kräfte , wie Reibungen und Adhäsionen an starren Schichten 
verstanden. Wenn auf eine Schicht Stösse ausgeübt werden, welche 
eine bestinmite Menge lebendiger Kraft L erzeugen , oder vernichten ; so 
vertheilen sich dieselben über die einzelnen Schichten nach demselben Ge- 
setze wie die Arbeiten. Empfängt nämlich ein mit der Geschwindigkeit v 
zwischen zwei starren Wänden bewegter starrer Körper von der Masse M an 
irgend einer Stelle einen Stoss in der Richtung seiner Bewegung, welcher 
ihm die lebendige Kraft Mu^ zutheilt, also seine lebendige Kraft Mv^ 

auf M{v^ -}" ^^) ^^^^ seine Geschwindigkeit v auf Vv^ + u^ erhöhet; 
so vertheilt sich jener Zuschuss von lebendiger Kraft auf alle Massen- 
elemente m, sodass ein solches Element die lebendige Kraft mu^ und die 

gemeinschaftliche Geschwindigkeit y v^ + t*^ empfängt. Die Fortpflanzung 
und Vertheilung des Stosses geht in der Weise vor sich, dass die un- 
mittelbar gestossene Masse, welche möglicherweise aus einem einzigen 
Elemente m bestehen kann , plötzlich den ganzen Zuschuss M'Up' von 
lebendiger Kraft aufnimmt, was den Betrag mv^ + Mu^ ergiebt, mit 
der hierdurch erlangten grösseren Geschwindigkeit auf die angrenzenden 
Elemente, nämlich auf die davor liegenden mittelst der Kompression und 
auf die seitwärts liegenden mittelst der Adhäsion beschleunigend wirkt, was 
eine verzögernde Rückwirkung dieser Elemente, also die Verminderung der 
eigenen lebendigen Kraft um einen Betrag m w'^ zur Folge hat, sodass die 
in ihm verbleibende lobendige Kraft mv^ -\- Mu^ — mW' ist. Da die 
neue lebendige Kraft dieses Elementes auch gleich m {v^ -\- u^) ist ; so 
hat man mw^ =• (M — m)u^, d. h. die^ Reaktion der das Element m 
unmittelbar umgrenzenden Elemente ist gleich (M — m) u^. Ebenso 
wirkt jedes der letzteren Elemente auf seine Nachbaren (Vgl. das in Nr. 
23 aufgestellte Prinzip). 

In gleicher Weise vertheilt sich ein der Bewegung des Körpers M 
entgegengerichteter oder negativer Stoss , z. B. der Stoss einer rauhen 
Grundfläche gegen die Erhöhungen der Unterlage, indem derselbe jedem 
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Elemente von gleichiör Masse m eine gleiche Menge lebendiger Kraft mu^ 
entzieht. 

Ganz derselbe Vorgang findet offenbar in einem Systeme mit gleicher 
Geschwindigkeit (ohne Gleitung) sich bewegender Blätter statt, insofern 
der Eeibungswiderstand in allen Gleitflächen nicht kleiner ist, als der 
Schub , welcher sich bei der Fortpflanzung des zu vertheilenden Stosses 
zwischen den Blättern äussert. Ist diese Bedingung nicht erfüllt ; so ver- 
bleibt ein grösserer Theil des plötzlichen Gewinnes, bezw. Verlustes an 
lebendiger Kraft in den ersteren Schichten und es wird nur ein kleinerer 
Theil auf die ferneren Schichten übertragen. Der Gesamjntgewinn oder 
Verlust für das ganze System ist immer H^ Mu^. 

In ■ einem Systeme mit verschiedener Geschwindigkeit sich bewegender, 
also aufeinander gleitender Blätter wird hiemach die Fortpflanzung der 
Stosseffekte von der relativen Geschwindigkeit der Blätter mit bedingt sein. 
In einem solchen Systeme giebt nicht nur die Adhäsion, sondern auch die 
Rauhigkeit der Gleitfläche das Mittel sowohl zur Fortpflanzung der 
Reibungswiderstände, als auch zur Fortpflanzung der Stosseffekte von 
einem Blatte zum andern. 

In einer Flüssigkeit und in einer Sandmasse wirkt die Adhäsion 
ähnlich wie in einem Systeme starrer Blätter, und in einer Sand- 
raasse erzeugt die Rauhigkeit der Gleitflächen Wirkungen, wie in einem 
Blättersysteme. 

Eine ruhende Flüssigkeit bietet nun zwar keine rauhen , sondern nur 
glatte Schnittflächen dar, in einer solchen können sich also Widerstände, 
welche durch die Rauhigkeit einer Gefässwand bedingt sind, nicht durch 
die Flüssigkeit fortpflanzen; es wird vielmehr eine die Rauhigkeit der 
Grenzfläche ausgleichende Flüssigkeitsschicht an der Wand haften und die 
Flüssigkeit wird an dieser Schicht mit glatter Fläche adhäriren und 
Reibungswiderstand erleiden. Ganz anders verhält sich jedoch eine b e - 
wegte, an der Wand gleitende Flüssigkeit. Die Kräuselung, welche die 
Grenzschicht durch die Rauhigkeit der Wand erleidet, sowie die durch 
Eindringung und Trennung der Atome in den inneren Grenzflächen her- 
vorgebrachte. Wirkung muss sich (mit abnehmender Stärke) durch alle 
Schichten fortpflanzen und kann nur auf diese Weise die Veranlassung 
zur Fortpflanzung von Stosseffekten, also auch zur Fortpflanzung von 
Gleitungswiderständen , welche stärker als Adhäsion und Reibung sind, 
geben. 
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8. Das Fliessen. Wenn die Schichten des Körpersystems elastisch 
sind, wenn also sein Stoff K o h ä s i o n zeigt , und demzufolge der Dehnung, 
der Verschiebung und überhaupt der Formveränderung Widerstana leistet, 
so wird durch die zwischen diesen Schichten auftretenden Kräfte (f eine 
parallelogrammatische Formveränderung im Längenschnitte der Elemente 
herbeigeführt. Ein Element ABB C (Fig. 4), dessen untere Fläche A B 
sich mit der Geschwindigkeit v und dessen obere Fläche CB sich mit 
der Geschwindigkeit c, bewegt, nimmt in der ersten Zeiteinheit die 
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Form ABD' C, in der zweiten Zeiteinheit die Form AB D'' C" \x, ^, w. 
an, es ändert also fortgesetzt seine Form unter der Wirkung zweier in 
den beiden Flächen entgegengesetzt wirkenden Kräfte ff. Setzt man den 
Winkel C AC, um welchen die Kräfte (p und — 9) der ruhenden Masse 
AB D C dauernd die Form AB D' C' zu geben vermögen, gleich a und 
bezeichnet im Folgenden mit c/) den Gleitungswiderstand pro Flächen- 
einheit und mit e die Grösse der Fläche AB, sodass e <p der Wider- 
stand ist, welcher auf diese FJäche wirkt ; so ist nach den Elastizitätsge- 
setzen tang u ^= Cif, worin c eine von der Kohäsion der Masse bedingte 
Konstante ist. (Dass der Koeffizient c von dem auf den Flächen A B und 
CD lastenden nermalen Drucke p unabhängig ist, geht daraus hervor, 
dass der Körper AB D G offenbar dieselbe Gestalt annehmen muss, gleich- 
viel, ob derselbe erst durch die parallel zu jenen Flächen wirkende Kraft 
q verschoben und dann durch p komprimirt wird, oder ob er erst durch 
jD komprimirt und dann durch q verschoben wird: die letztere Verschiebung 
muss daher unter dem Drucke p denselben Verschiebungswinkel hervor- 
bringen, wie ohne den Druck p). 

Je nach ihrer physikalischen Beschaffenheit, jenachdem nämlich die 
aneinander gleitenden Elemente starr oder flüssig sind, werden sie 
sich im ferneren Verlaufe einer beharrlichen Bewegung gegen den 
Gleitungswiderstand anders verhalten. Das starre Blattelement, nachdem 
es einmal durch die Kraft e</> die durch tavg u bezeichnete Verschiebung 
seiner Schichten erlitten hat, wird in den ferneren Zeitelementen nicht 
weiter verschoben werden, sondern mit Innehaltung der verschobenen Form 
unter fortgesetzter Überwindung des Widerstandes e(p auf den folgenden 
Elementen des Nachbarblattes gleiten, indem in ihm eine der Kraft ecp 
entsprechende Abscherungsspannung vermöge seiner Kohäsion erhalten wird. 
Das flüssige Element eines Stromfadens wird sich jedoch im ferneren Ver- 
laufe der Bewegung, da es nach seiner Natur wegen ungenügender Kohäsion 
eine Abscherungsspannung, ohne derselben nachzugeben, nicht aufrecht er- 
halten kann, vielmehr nach jeder Verschiebung sich in einem spannungs- 
losen Zustande befindet, unausgesetzt weiter verschieben, was ein gleich- 
zeitiges Gleiten an dem Nachbarfaden nicht unbedingt ausschliesst. Be- 
trachtet man nun in den folgenden Zeiten nicht dasselbe in dem Strome 
fortrückende Element , sondern immer nur die in dem Räume A B 1) ü 
eben vorhandene oder in denselben eintretende Masse, gleichviel, welche 
Verschiebung sie schon erlitten haben mag ; so wird dieses Element stets 
in den Raum AB D' C' eintreten, es wird also in jedem Zoitelemente der 
Übergang einer Masse ABB C in den Raum A B D' C oder eine Ver- 
schiebung jener Masse um den Winkel a in Betracht kommen. Setzt 
man A C =^ A, so ist, weil man C C = v^ — v hat, 

tang a = 
oder 

(/) == 

Diese Gleichungen, wodurch eine Beziehung zwischen dem Gleitungs- 
widerstande y und der relativen Geschwindigkeit v, — v der beiden Seiten- 
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linien AB und Cl> desselben Körpers ABDC hergestellt ist, gelten 
so gut für die Verschiebung eines starren, wie für die eines flüssigen 
Elementes, indem die durch die Abscherungskraft ecp bedingte Form von 
dem weiteren Verhalten des Körpers unabhängig ist. Dieses Verhalten 
kennzeichnet sich folgendermaassen und führt zu den entsprechenden 
mechanischen Gesetzen. 

Ist der Körper ABDC starr, also ein Längenelement in einem 
Systeme starrer Blätter; so werden die Geschwindigkeiten v und ^?, nicht 
die Geschwindigkeiten der Seitenlinien der an jenem Körper gleitenden 
Nachbarelemente sein: ein solcher Körper wird also in der eben beschriebenen 
Weise seine Form ändern und ausserdem unter Trennung von dem Nach- 
barkörper auf demselben gleiten, Ist der Körper jedoch das Element einer 
Flüssigkeit, so sind v und v^ die in den Linien AB luid BC 
herrschenden Geschwindigkeiten, welche den beiden sich in diesen Linien 
berührenden Nachbarelementen zugleich angehören. Die Fäden einer 
Flüssigkeit gleiten also nicht wie starre Blätter mit endlichen relativen 
Geschwindigkeiten, sondern ändern nur ihre Form, wobei die eine Seiten- 
fläche AB gegen die andere CD vordringt oder zurückbleibt, also in 
jeder zur Bewegungsrichtung parallelen Linie nur eine Trennung mit un- 
endlich kleiner relativer Geschwindigkeit stattfindet. Diese auf Form- 
veränderung beruhende Verschiebung der Längenelemente ist das Fl i essen. 
Starre Blätter bethätigen dieses Fliessen als eine .elastische Formver- 
änderung neben dem eigentlichen Gleiten : unter starkem Drucke nimmt 
in starren Körpern die erstere Veränderung gegenüber dem Gleiten an 
Stärke zu ; die Körper erscheinen nahezu als flüssige : sandige Massen 
bilden Übergänge zwischen starren und flüssigen. 

Fassen wir jetzt das Element ABDC eines flüssigen Strom- 
fadens von äusserst geringer Dicke A C ^= So?, Länge AB = dz, nor- 
mal zur Fläche AB D C gemessenen Breite ^ y und Adhäsions fläche 
g = dti ,'d z ms Auge. In der Fläche A B herrsche die Geschwindigkeit 
V und der Gleitungswiderstand 7) pro Flächeneinheit, in der Fläche CD 
die Geschwindigkeit v, =1; -|- dv und der Gleitungswiderstand c/), = </> 
4- ^ <r> wobei wir , wie früher , einen positiven Widerstand als eine 
der Geschwindigkeit v entgegen wirkende, also negative Triebkraft an- 
sehen. Auf das Element ABDC wirken die beiden Widerstände cp und 
— (<ir -f d (/ ) : dieselben bilden ein Kräftepaar ff, — 7) und einen Wider- 
stand — dtf. Das Kräftepaar beeinflusst nicht die treibende Kraft des 
ElementiBS, da die Summe seiner Kräfte (p — (p •= ist. Dasselbe er- 
fordert auch keine Arbeit der treibenden Kraft; denn die Arbeit v cp des 
einen Widerstandes ist der Arbeit — (v ^- dv) tp = — v fp — cp (^v 
gleich und entgegengesetzt , da das zweite Glied (pdv der letzteren bei 
unendlicher Verkleinerung der Dicke dz des Elementes verschwindet. 
Hiernach kömmt nur der Widerstand — d (p in Betracht , welcher in der 
Linie C D die Arbeit — (v -|- dv) d cp = — v d (p verrichtet. Im Be- 
harrungszustande muss ein Theil p der treibenden Kraft mit dem Wider- 
stände — d (p im Gleichgewichte sein und die Arbeit vp des Ersteren 
muss die Arbeit des Letzteren ausgleichen, es rauss also mit Rücksicht 
auf die ganze Adhäsionsfläche e die Gleichung p — ed(p = bestehen 
oder es muss p = ed cp ein Bestandtheil der treibenden Kraft und 
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vp = evd(p ein Bestandtheil der von der treibenden Kraft zu ver- 
richtenden Arbeit sein. Mit kurzen Worten, bedingt das Kräftepaar cp und 
— (p die Verschiebung der Schichten des Elementes und die Kraft 
?(/) seine Schwerpunktsbewegung. (Wegen der unendlichen Klein- 
heit von d cp gegen ^ ist es für die Verschiebung gleichgültig , ob 
man (f ^ d (p für (p setzt , oder nicht ; für die Triebkraft des ganzen 
Stromes erlangt d tp durch Summirung für alle Fäden einen endlichen 
Werth). Nach dem Obigen ist, indem wir den konstanten Koeffizienten 
1 



= / setzen, 



1 \ dv . dv 

cp = -tanga = _ - ^ = / - 



und demgemäss d fp = ^— dx ■= f ^ — ^ d x 



Für die ganze Adhäsionsfläche e des Elementes AB D C kömmt also 
die treibende Kraft / ^ .^ dx dy dz und die treibende Arbeit 

C' X 

fv -^ — ^ d X dy dz in Betracht , worin d x dy dz das Volum des 

u X 

Elementes darstellt. 

In diesen Formeln gilt immer der in der Linie A B gegen das 
Element AB D C wirkende Widerstand (p , wenn er die Geschwindigkeit 
dieses Elementes verzögert, als negative treibende Kraft und wenn er diese 
Geschwindigkeit beschleunigt, als positive treibende Kraft. Bei der Wirkung 
auf das Nachbar element kehrt sich das Zeichen von tp um. 

Für zwei einander gegenüber liegende vertikale Seitenflächen desselben 

d V 
Elementes erhält man als Adhäsionswiderstand tlt = / ö und die Differenz 

dy 

d'^v 
für die ganzen Seitenflächen von der Grösse dz dx ist f ^^—^ dy d z dx. 

Wegen der Adhäsion an allen vier Seitenflächen eines Elementes vom 
Volum dx dy dz ist daher die treibende Kraft 

i> =■- / (-ä^ + a^-j ^^ oy 8^ 

erforderlich, welche in der Richtung der Axe C z des Elementes auf dessen 
Vorderfläche dx dy zu wirken hat. Ausgedrückt durch die Gleitungs- 
widerstände (f und r/S ist 

Im Vorstehenden ist angenommen, dass die Geschwindigkeit v mit 
der Ordinate x und y nur hinsichtlich ihrer Stärke, nicht hinsichtlich 
ihrer Richtung variire. 

Wenn die verschiedenen Richtungen der Geschwindigkeiten zweier 
benachbarten Stromfäden in ein und derselben Ebene liegen, erweitert 
oder verengt sich allmählich der Querschnitt A C und das Stromelement 
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AB D C nimmt die Gestalt einer abgestumpften Pyramide an (Fig. 5). 
Auf den Verschiebungswinkel CEC' = DFD' = «, welcher stets sehr 
klein ist, hat Diess keinen Einfluss. 

Das Element ABDC eines absolut einfachen Stromfadens kann 
immer als ein Parallelopipedum vom Volum dx dy dz aufgefasst werden, 
selbst wenn sich der Faden (nach Fig. 5) konisch erweitert oder verengt, 
da eine solche Erweiterung oder Verengung auf endliche Entfernung immer 
unendlich gering bleibt. Die Länge E F == dz eines solchen Fadens 
kann möglicherweise variiren : sie kann in .dem Ausdrucke t> dt eine 
Funktion der Geschwindigkeit © darstellen, selbst wenn die Axe des Fadens 
eine gerade Linie bildet; sie kann aber in einem krummlinigen Faden die 
Funktion anderer unabhängigen Grössen sein, in welchem Falle das 
Element von der Länge dz eine Summe voreinandergereiheter Grund- 
elemente von konstanter Länge bildet. Vorbehaltlich dieser Summation, 
welche bei der Integration der Differentialformeln zu Werthen für den 
ganzen Faden zum Ausdrucke kömmt, kann man auch bei Fäden mit 
krummliniger Axe die Länge d z des Elementes> als das konstante Differential 
einer unabhängigen Grösse Z ansehen , muss jedoch hinsichtlich der durch 
die Gleitung bedingten Verschiebung der Schichten in gewissen Fällen 
eine Korrektion eintreten lassen, auf welche wir sogleich zurückkommen 
werden. 

Bei der Gleitung kommen nicht die voreinander liegenden, sondern 
die seitlich benachbarten Elemente in Betracht, welche sich mit den 
Seitenflächen dy dz — W und dx dz = h" berühren. Nach der Figur 
der nebeneinander gelagerten (namentlich der krummlinigen) Fäden können 
nun die Seitendimensionen dy und dx, also die Seitenflächen Tc' und k"' 
variabel sein. Da es sich um seitliche Nachbaren handelt , welchen 
dasselbe z zukömmt; so setzt die letztere Vaiiabilität ein Funktions- 
verhältniss zwischen x und y voraus. Die Variabilität der Seitenflächen 
k' und k" erlangt eine erhebliche Wichtigkeit besonders dann, wenn man 
Gruppen von unendlichen vielen Seitenelementen (in geraden oder krummen 
Linien) zu zusammengesetzten Stromelementen zusammenfasst , wie es z. 
B. in einem konischen Strome mit den ringförmig um die Axe in irgend 
einer Entfernung r gelagerten Fadenelementen geschehen kann, welche 
dann ein ringförmiges Stromelement von der äusseren und inneren Seiten- 
fläche ^aJ— 2 n rdr bilden. 

Für variabele Seitenflächen k\ k" nimmt die zur Überwindung der 
Gleitungswiderstände erforderliche Kraft eine andere Gestalt an. Der 
Gleitungswiderstand an der auf der Ebene ABDC normal stehenden 
Seitenfläche fc' = ^ y ? a; ist fc' <y. An der gegenüberliegenden Seitenfläche 
ist dieser Widerstand um das Differential 

lf>l8. = (fc'-^-^''- + 4^.)a. 

d X \ d X d X ' J 

r d V d(p ^ "d^V 

grösser. Setzt man hierin nach dem Obigen cp = f- - , also ^ = / ö — 2~; 

X ex ex 

so wird der zur Überwindung dieses Widerstandes erforderliche Druck p' 

^ =^\!' d-^^ + T^-dxJ^^-^Kd^ + l^Wä^J^^^«'^" 
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Ebenso erhält man für den Druck p", welcher zur Überwindung des 
Widerstandes an der Fläche k*' = d x d z erforderlich ist, 

Beide Kräfte p* und j)" wirken in der Bichtung der Axe z auf die 
Fläche ^a? ^f/ des Elementes. Die Summe beider ist (wenn wir unter 

dem Ausdrucke -7^- (^) den Differentialquotienten — — verstehen) 

ex ex 

eine Formel, welche für konstante £' und k" mit der vorhergehenden 
übereinstimmt. 

Es ist schon erwähnt, dass wenn die Länge dz des Elementes 
variabel ist, der Gleitungswiderstand in einem gewissen Falle einer Kor- 
rektion bedarf. Dieser' Fall tritt bei der krummlinigen Bewegung ein, 
welche für je zwei benachbarte Fäden in jedem Augenblicke einen gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt hat. Zwei Fäden, welche um einen Mittelpunkt 
fliessen , besitzen eine gemeinschaftliche Drehungs- oder Winkel- 
geschwindigkeit, welche trotz der den wachsenden Radius begleiten- 
den Zunahme der Fortschrittsgeschwindigkeit keine Verschiebung 
der Schichten des um jenen Mittelpunkt rotirenden Elementes hervorbringt. 
Ist also X der Badius des Krümmungskreises, in welchem sich das Element 
mit der Fortschrittsgeschwindigkeit t) und der Winkelgeschwindigkeit 

w = — bewegt, sodass t) = ux die Geschwindigkeit im Abstände a?, 

X 

femer v, = v -^ dv = ux ■]- udx -\- xdu die Geschwindigkeit im 
Abstände x + dx und v* — u (a? -f dx) = ux -^ udx diejenige 
Geschwindigkeit im Abstände x -]- 'dx ist, welche der Winkelgeschwindig- 
keit u entspricht, mithin als gemeinschaftliche Drehungsbewegung keine 
Verschiebung der Schichten des Fadens von der Dicke dx hervorbringt; 
80 tritt jetzt offenbar c, — v* = x'öu an die Stelle von dv in der 
obigen Formel für tang u, man hat also 

r. - du 

fp = f tang u = fx a - 

X 

drp ^f d'^u . du' 



dx 



-•^V^ a>-^ ^ d~x) 



p' = k'd.p -/(^0 4- l^'^dxdydz 

worin d X dy dz das Volum des Elementes von der Bogenlänge d z 
darstellt. 
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Für grosse Krümmungshalbmesser x wird angenähert x :t— = :. und 

(j CO C 3C 

X -T-rr = .-T-v und es verschwindet das zweite Glied eeeen das erste. 
■ öx^ öx^ 

sodass der Werth von p' dem früheren für ein konstantes Je' gleich wird. 
(Bei geradliniger Bewegung ist x unendlich gross, die Winkelgeschwindig- 
keit u aber und ihr Differential unendlich klein). 

Gesellt sich zu der Variabilität von d js noch die Variabilität von k'; 
so ist 

zu setzen , worin (p und ^ — die letzteren Werthe haben. Etwas Ähnliches 

o X • 

gilt im Falle der Variabilität von h" für den Druck p". 

Allgemein werden wir späterhin den Faktor des Volums des Elementes 
in dem Ausdrucke des zur Überwindung der Gleitungswiderstände 
erforderlichen Druckes p durch G' + G" — G bezeichnen, also 
p = G dx dy dz setzen. 

Schliesslich mache ich darauf aufmerksam, dass die in dieser Nummer 
aufgestellten Formeln für das F 1 i e s s e n die Strombewegung wesentlich 
von der in der vorigen Nummer betrachteten Bewegung starrer un- 
elastischer Blätter unterscheiden. Im Blättersysteme vernichten sich 
die Gleitungswiderstände in den Innenflächen und ihre Arbeiten, sodass im 
Gesammtsysteme nur die Widerstände in den Aussenflächen erscheinen. 
Im Strome dagegen vernichten sich zwar die in den Innenflächen herrschen- 
den Widerstände und lassen als Summe aller Widerstände nur die der 
Aussenflächen zurück, es vernichten sich aber nicht ihre Arbeiten, 
sondern erfordern behuf der Formveränderung der Elemente für jeden 
Faden eine Arbeit der treibenden Kraft, welche sich für den Gesammt- 
strom Summiren. Die für parallele Fäden von gleicher Länge dz und 
gleicher Breite ö y genommene Summe der Widerstände ist nämlich 

fdy dz / g^ ^^ = /^.V^^ 1 ^T' = f^y^^^Wx — T'o) 

die Summe der Arbeiten dieser Widerstände dagegen ist 

fdy dz I V y^lldx = fdydz I vl'^- dx = fdy dz 






dx 

^0 



und durch partielle Integration 




fdy dz (v^ ip, — v^ f/)„) — fdy dz 




»n 



in welcher letzteren Gleichung ausser der Arbeit der Widerstände an den 
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Aussenflächen noch andere innere Arbeiten erscheinen. Nuf wenn v konstant 
ist, also der Strom an zwei ruhenden Aussenflächen unter gleicher Ge- 
schwindigkeit aller Fäden gleitet, verschwinden diese inneren Arbeiten und 
die Gesammtarbeit ist der äusseren gleich, nämlich gleich/ 8 yd gv (7), —(f^), 
worin 71, das entgegengesetzte Zeichen von ip^ hat, sodass diese Summe 
für gleiche Aussenflächen gleich 2f^y^J^vcp^ — — 2 fdyd zv(p^^ 
ist. Wäre (p konstant , also ^ 7) = ; so würde die Gesammtarbeit 
der Widerstände f ^ y ^ z iv^ — v^^) tf — fd y d z {v^ — «;„) (p — 
werden. Dieser Zustand ist aber keiiteswegs derjenige, welcher sich ein- 
stellt, wenn der Strom an zwei gleichen Aussenflächen mit gleicher Ge- 
schwindigkeit in den beiden Aussenflächen, also für «;, = v^^ gleitet: denn 
alsdann ist 7) nicht konstant, es geht vielmehr ip^ in 7), = — 7»,, über 
und es existirt ein Faden, welcher zu beiden Seiten gleiche Geschwindig- 
keit V und gleiche in derselben Richtung wirkende Widerstände hat. 
Möglicherweise kann alsdann 7) in der ersten Gruppe von Fäden bis zu 
dem zuletzt gedachten Faden konstant = 7),, sein, ist jedoch dann in der 
zweiten Gruppe nicht = ip^^, sondern = — 7>„. Die Gesammtarbeit wird 
unter solchen Umständen / iä t/ ^;8r (^• — v^) cp z= fdyd z {v^ — *^) (— y) 
^ f^y'dziv, — O7). 

In einem Systeme starrer elastischer Blätter von der Stärke Ä, 
bewirkt die Reibung 7) eine Verschiebung der Schichten jedes Blattes nach 

1 
der Formel lang a ~ c (p =^ - ^, Ist 7*^^ die Reibung an der unteren 

Fläche AB und 7^, die au der oberen Fläche CD des Blattes AB D C in 
Fig. 4 und ist y, > (p^; so wird die Linie AC und BD' des ver- 
schobenen Blattes nicht grade bleiben , sondern eine Krümmung an- 
nehmen, indem für die untere elementare Schicht tang a^ = C(Pq und 
für 'die obere tang «, =1 C7,, für irgend eine in der Höhe h über AB 

liegende Schicht aber tang u — C(p ist, worin man 7) = cp^ -\- (7), — ^Po) i,~ 

setzen kann. 

Diesse Verschiebung der Schichten der einzelnen Blätter ist, wenn 
sie einmal hergestellt ist, wenn sich also das System in einer beharrlichen 
Bewegung befindet, ohne allen Einfluss auf die Reibungen cp und deren 
Arbeiten, also auf die Bewegung des Systems. In einem starren Blätter- 
systeme vernichten sich, wie schon erwähnt, diese Arbeiten an den inneren 
Flächen und es bleiben nur die Arbeiten an den Aussenflächen zurück; in 
einem Systeme von Stromfäden vernichten sich jene Arbeiten jedoch nicht. 
Ein starres Blatt kann zwar in elementare Fasern von ge- 
meinsamer Geschwindigkeit, nicht aber in Stromfäden von 
verschiedener Geschwindigkeit zerlegt werden; zwischen den 
Grenzflächen zweier Fasern eines Blattes besteht ebenso wie zwischen den 
Grenzflächen zweier Stromfäden kein Geschwindigkeitsunterschied, zwischen 
den Grenzflächen zweier Blätter von endlicher Dicke besteht aber immer 
ein endlicher Geschwindigkeitsunterschied, und demzufolge ist die 
unmittelbare Übertragung der für ein Blättersystem auf- 
gestellten Formeln auf ein System von Stromfäden unzu- 
lässig. 
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Die Reibung (p bedingt bei starren Blättern die Verschiebung ihrer 
Schichten oder die parallelogrammatische Form ihres Längenschnittes , sie 
besteht aber ausserdem als eine selbstständige Kraft , welche an beiden 
Seiten jedes Blatted eine dem Geschwindigkeitsunterschiede der Nachbarblätter 
und den verschiedenen Eeibungswiderständen entsprechende Arbeit ver- 
richtet. An einem flüssigen Faden bedingt der Gleitungswiderstand die 
Verschiebung der Schichten des Fadens oder die parallelogrammatische Form 
des Längenschnittes seiner Elemente, es besteht aber kein Geschwindigkeits- 
unterschied in den Grenzflächen, vielmehr ist an jedem Faden nur eine, der 
Geschwindigkeit dieses Fadens und der Differenz der beiderseitigen 
Gleitungswiderstände entsprechende Arbeit erforderlich. 

9. Der Gleitungswiderstand für innere und äussere Flächen. 

Wir haben den Gleitungswiderstand (/) einer Flüssigkeit pro Flächen- 

einheit der Gleitfläche für die zw. y z parallelen Flächen gleich/ 7^ — , 

also gleich dem ersten Differentialquotienten der in der Gleitfläche 
herrschenden, der Axe des Stromfadens parallelen Geschwindigkeit v in 
Beziehung zu der Dicke dx des Stromfadens, multiplizirt mit einem kon- 
stanten , von der Natur der Flüssigkeit abhängigen Koeffizienten /, ge- 
funden und haben ausserdem gezeigt, dass der von der treibenden Kraft 
zur Hervorbringung der gleitenden Bewegung oder des Fliessens auf diesen 
Faden auszuübende Druck pro Volumeinheit des gleitenden Elementes 

p' = — - = /^ — ^, also gleich dem zweiten Differentialquotienten 

von V, multipHzirt mit demselben konstanten Koeffizienten / ist. Das 

^ dv 
Nämliche gilt von dem Gleitungswiderstände iji -=i f für die zu x^ 

parallelen Flächen und den Druck p" = r^— ~ / ;^ r Vermöge dieser 

y y 

wichtigen Beziehungen erscheint in den hydraulischen Gesetzen jeder Gleitungs- 
widerstand zwischen zwei Stromfäden als die Ursache der Differenz 'ö v 
der Geschwindigkeiten v und v -{- dv an den gegenüberliegenden Seiten 
des Fadens und es tritt die Variation der Geschwindigkeit in den in der Ent- 
fernung d X oder 'd y aufeinander folgenden Stromlinien dafür an die Stelle. 
Die Werthe 7» und V' kommen daher in den Formeln für die Bewegung 
an Innenflächen des Stromes gar nicht als gegebene Kräfte in Frage, so- 
lange die Geschwindigkeit v mit z stetig variirt oder ein Fliessen ohne 
endliches Gleiten stattfindet. Nur, wenn sich zwei Fäden nicht fliessend 
bewegen, sondern wie starre Blätter mit Trennung gleiten, wo also die 
Geschwindigkeit v sich plötzlich um einen endlichen Betrag ändert, er- 
scheinen f/) und 7» als von der Distanz v, — v abhängige Grössen. Dieser 
Fall ergiebt sich an den Aussenseiten des Stromes beim Gleiten an einer 
ruhenden Wand. Hier muss sich der Gleitungswiderstand offenbar als 
eine Funktion der Geschwindigkeit v^ des Fadens und der physikalischen 
Beschaffenheit der Wand und der Flüssigkeit zeigen. Diese Funktion hat 
nach No. 5 im Allgemeinen erfahrungsmässig die Form 

<i>^ = - (a + 6i) + cv^ + dv,-) 
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(wobei ein Widerstand , welcher der Bewegung entgegenwirkt , als eine 

negative Kraft gedacht ist). Während nun dieser Werth für den an der 

Aussenfläche eines Grenzfadens wirkenden Widerstand gilt, hat der an der 

Innenfläche dieses Fadens wirkende Widerstand immer den obigen Werth 

^ t; . 
ö) = / 71 — , wie klein man sich auch die Dicke d x des Fadens denken 
ox 

möge. Zwischen diesem und dem vorhergehenden Werthe kann daher kein 
endlicher Unterschied bestehen; für d x = o müssen sie beide identisch 
sein und für ein unendlich kleines d x können sie sich nur unendlich wenig 
unterscheiden. Dächte man sich einmal (p^ und (p um eine endliche 
DifiPerenz verschieden ; so Würde das Element d x d y d z , wenn es von 
einer endlichen Kraft p pro Flächeneinheit der Fläche dx dy getrieben 
wird, durch jene Differenz der Gleitungskräfte unendlich verzögert, 
bezw. unendlich beschleunigt werden, wäre als für y, > (p unbe- 
weglich und für y, < y unaufhaltbar, was, als generelle Zustände, Ab- 
surditäten sind. Hiemach hat man, da cp eine endliche Grösse ist, wenn 

7. - ) den Werth bezeichnet , welchen , r— für den Grenz werth x. von x 
cxj^ ' ■ dx ' 

annimmt, 

'^' "" '^{dO = — (^ + ^P + ^^r + ^^i") 

Das allgemeine Variationsgesetz des Gleitungswiderstandes cp wird 
mithin durch die äussere Wandfläche nicht etwa plötzlich geändert, sondern 
nur begrenzt , und daraus folgt zugleich , dass der Einfluss , welchen die 
Wand auf den Gleitungswiderstand ausübt, sich in das Innere der Flüssig- 
keit mit abnehmender Wirkung fortpflanzt, indem die Wirkungen, welche 
ein Faden durch den Nachbarfaden auf der einen Seite empfängt, durch 
die Gegenwirkung des Nachbarfadens auf der anderen Seite theilweise 
ausgeglichen werden. 

Den Werth — (a ■]- bp -]- cVi + ^^j^) nimmt der Gleitungs- 
widerstand 9 nicht nur an einer Aussenwand, sondern auch an einer 
Innenfläche an , falls in dieser Fläche zwei Flüssigkeitsschichten mit einer 
endlichen relativen Geschwindigkeit i;, aneinander gleiten. Eine solche 
Innenfläche spielt ganz die Rolle einer Aussenfläche für zwei in ihr sich 
berührende selbstständige Ströme. In einem Strome, dessen Fäden 
und Geschwindigkeiten in der Beziehung einer stetigen Funktion der 
Seitendimension zueinander stehen, wo also die Geschwindigkeiten der 
Nachbarfäden stetig variiren, kann natürlich eine Innenfläche der letzteren 
Art mit plötzlichem Geschwindigkeitswechsel v^ nicht vorkommen, wohl 
aber in einem Systeme selbstständiger, d. h. durch verschiedene 
Funktionen dargestellter Ströme. Dass in einem solchen Falle die 
Koeffizienten a, 6, c, d die dem Gleiten von Flüssigkeit an Flüssigkeit 
entsprechenden Werthe haben, welche von den für eine starre Wand 
gültigen abweichen , dass überhaupt für jede Gleitfläche besondere , durch 
ihre physikalische Beschaffenheit bedingten Koeffizienten gelten , ist selbst- 
verständlich. 

Da die Geschwindigkeit v und demzufolge der innere Gleitungs- 
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dv 
widerstand (p = f ^— von der Geschwindigkeit v^ eines Grenzfadens 

abhängt; so wird auch 9) als eine Funktion von a, b, c, d, «;, erscheinen, 

keineswegs aber in der Form 9 = ^ 'X~ ~ — (^ + ^1^ + ^*^ + dv^-). 

Vielmehr muss der innere Gleitungswiderstand , wenn man ihn überhaupt 
in der Form — (a' + i'p' -f" ^'^' + d' v' '^) darstellen will, weil die 
Grösse v' in den beiden letzten Gliedern die relative Geschwindigkeit 
der sich berührenden Schichten bedeutet, diese Geschwindigkeit aber 
=^ dv und bei fortgesetzter Verkleinerung der Dicke dx des Fadens 
= ist, die Form 

y = _ (a' + h'p + c'^v 4- d'{dvf) 

haben, und diese setzt, wenn y einen bestimmten endlichen Werth, der 
mit X oder v variirt, haben soll, welcher also nicht dem konstanten 
Theile — {a' + h' p) gleich sein kann , voraus , dass der Koeffizient 
c' oder d' oder jeder von beiden unendlich gross sei. 

Ganz Dasselbe gilt für den Gleitungswiderstand y^j an einer starren 
Wandfläche für den Fall, dass die Flüssigkeit an dieser Wand haftet, 
also v^ = o ist. Auch dann kann 9), in der letzteren Form nur mit 

unendlich grossem c oder d erscheinen, wogegen die Form (p^ = f(^ — ) , 

worin für a? = a?, die Geschwindigkeit v = v^ =0 wird, keine unend- 
lichen oder unbestimmten Koeffizienten erfordert. 

Für die relative Geschwindigkeit oder dv müssen die beiden 
letzten Glieder des Gleitungswiderstandes (p den endlichen Werth 

c' dv + d'idv)"" = — {a' + b'p + cf) 

annehmen. Wird also d' als eine endliche Grösse gedacht; so muss c' 
unendlich gross sein und ff wird — (a' + b' p -\- c'dv). Wird & als 
eine endliche Grösse gedacht; so muss d' unendlich gross sein und cp wird 
— (a' + 6'jp + d' (dvy. Im Allgemeinen aber ist c' und d* zugleich 
unendlich gross zu denken, sodass dann (p die allgemeine Form behält, 
worin das letzte Glied immer einen endlichen Stosseffekt in der Form 
d' (dvy^ darstellt. 

Wenn die Flüssigkeit die starre Wand netzt, also mit einer nassen 
Schicht bekleidet; so kann sie immer noch mit einer endlichen, von null 
verschiedenen Geschwindigkeit «^, an dieser Schicht gleiten. Die Koef- 
fizienten a, b, Cj d werden dann die Werthe annehmen, welche einer 
nassen Wandfläche entsprechen. Das Haften mit der Geschwindigkeit 
«;, =0 hat daher eine ganz andere Bedeutung, als das Gleiten mit der 
Geschwindigkeit v^ an einer netzenden Schicht. 

Setzt man an die Stelle der Flüssigkeit eine Sandmasse ; so kann 
die netzende Schicht auch die Unebenheiten der Wand ausgleichen und 
die Wandfläche, an welcher der Sand gleitet, zu einer schlichten Innen- 
fläche machen, welche das Erdprisma vom grössten Drucke und 
die darüber von mir in der Theorie der Gewölbe und Futtermauern in 
§. 72 ff. angestellte Rechnung bedingt. 
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Wir bemerken noch, dass im Innern des Stromes die Geschwindigkeit 
!/ sowohl ein Maximum , als auch ein Minimum haben und dass Letzteres 
auch gleich null sein kann. In diesen Fällen bewegt sich ' die Flüssigkeit 
auf beiden Seiten der betreifenden Linie in derselben Richtung, und wenn 
diese Linie als eine Axe gedacht wird, haben die Gleitungswiderstände 
an den beiden gegenüberliegenden Seiten eines Axenfadens entgegen- 
gesetzte Zeichen {(f und — if). Ebenso können zwei in einem be- 
liebigen Abstände liegende Fäden entgegengesetzte Geschwindigkeiten ' 
haben : alsdann muss aber offenbar in einem selbstständigen Strome, dessen 
Fäden einer stetigen Funktion gehorchen, eine Linie existiren, in welcher 
die Geschwindigkeit null herrscht. Wird diese Linie als eine Axe gedacht ; 
so haben die Gleitungswiderstände an den beiden gegenüberliegenden 
Seiten eines Axenfadens gleiche Zeichen (4- qp, -4- ff oder — <jp| — y). 
In einem Systeme mehrerer selbstständiger Ströme . braucht jedoch im 
letzteren Falle keine Linie mit annullirter Geschwindigkeit zu bestehen; 
zwei selbstständige Ströme können mit entgegengesetzten endlichen Ge- 
schwindigkeiten, überhaupt mit verschiedenen endlichen Geschwindigkeiten 
oder mit jeder beliebigen relativen Geschwindigkeit aneinander gleiten. 

Wir heben noch hervor, dass man in keinem Falle die allgemeine 
Gleichung 

/ g^ = — (a + 6l} 4- et; -h dtF) 

aufstellen, also auch nicht daraus durch Integration den Werth von v 
als Funktion von x ableiten darf. Diese Gleichung besteht nach Vor- 
stehendem durchaus nicht als allgemeine Beziehung zwischen v und x, 
sondern nur für die Grenzwerthe v, und x^, 

10. Zerlegung des Gleitungswiderstandes. In Fig. 7 sei 
EABF der normale Querschnitt eines Stromelementes, welches an der 
Wand Ä H hingleitet , dessen Axe also normal auf der Ebene der Figur 
st^ht. Der in der Fläche AB beanspruchte Adhäsionswiderstand pro 
Flächeneinheit sei (p' und die Länge AB =^ c, sodass ccp* den Ge- 
sanunt wider stand in dieser Fläche von der Breite c und der Länge / 
darstellt. Es fragt sich, welcher Widerstand cp und iff pro Flächen- 
einheit in den rechtwinklig aufeinander stehenden Flächen A G = a und 
B C = b in Anspruch genommen werden muss , wenn die ebene Wand 
Ä B durch die gebrochene Wand AGB ersetzt würde. 

Wenn die Wand AB gar nicht existirte und wenn statt des in der 
Fläche AB herrschenden Widerstandes C(p' ein auf AB normal stehender 
Druck cp oder pro Flächeneinheit der Druck p gegeben wäre, welcher 
jenen Widerstand beim Gleiten auf A B hervorzubringen im Stande wäre ; 
so würde sich der Druck cp auf die beiden Flächen A C und B G so 
zerlegen, dass dieselben den Druck ap und &p, also pro Flächeneinheit 
den Druck p, welcher auch in AB herrscht, empfingen. Diese Pres- 
sungen würden dann in den Flächen A C und B G die durch die Be- 
schaffenheit dieser Wandflächen bedingten Gleitungswiderstände erzeugen. 
Um diesen Fall handelt es sich jedoch nicht , sondern um die Frage , in 
welchem Maasse die fingirten Flächen A G und B G in Anspruch ge- 
nommen werden müssten , damit sie auf die Bewegung des Stromelementes 
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genau dieselbe Wirkung hervorbringen, wie das wirkliche Fliessen längs 
AS hervorbringt. Demgemäss kömmt aber auch der in den Flächen 
AE und BF sich geltend machende Gleitungs widerstand mit in Betracht, 
ohne welchen sich das Stromelement längs A B nicht bewegen kann. 
Die Frage ist also diese: welche Widerstände müssen in zwei durch den 
Punkt einer Flüssigkeit (Fig. 7) gehenden rechtwinkligen Ebenen 
A C und B G beansprucht werden, damit ein dort befindliches Strom- 
element genau dieselbe Bewegung annimmt, damit also die normale 
Querschnittsfläche bei im Zeitelemente dt genau dieselbe Richtung 
annimmt, welche in Folge der in zwei anderen rechtwinkligen Ebenen 
AB und AE gegebenen Widerstände wirklich eintritt. 

Zu dem Ende sei der Anfangspunkt eines in der Ebene ABC 
liegenden rechtwinkligen Koordinatensystems, dessen Axen X und Y 
den Linien C A und C B parallel laufen , Q = a?, Q P =r y die 
Abszisse und Ordinate eines Punktes P und cp der in den Ebenen X, 
iff der in den Ebenen Y beanspruchte Widerstand pro Flächeneinheit. 
Alsdann wird nach Nr. 8 der Punkt Q vermöge der Adhäsion in der 
Ebene Y um x lang ß = hxi^) , worin h ein konstanter Koeffizient 
ist , vorgeschoben. Der Punkt P wird gegen Q um y tang a = J^y fp, 
folglich gegen den Anfangspunkt 0, da stets nur ungemein geringe Ver- 
schiebungswinkel in Betracht kommen, um k (x i^f + «/ (f) vorgeschoben. 

Ersetzen wir jetzt das Koordinatensystem rc, y durch das System 
^' y y' y parallel zu den Linien A und AE^ in welchen die Wider- 
stände (p' und -if)' herrschen ; so wird der Punkt P, dessen Koordinaten 
x' , y' sind, um fc (x' H*' -f y' fp') vorgeschoben. Soll die Wirkung der 
Adhäsionen (/', i// dieselbe sein, wie die der Adhäsionen f/>, iff; so muss 
für alle Punkte x tft + y cp ='x'ti>' -f y' (/' sein. Setzt man den 
Winkel BAC = Q Q' ^^ d; so ist 

X cos d — y sin d 
X sin 6 + y cos d 











X' 

y' 




folglich 


musR 








xxp 
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yv 
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{x cos S 





y sin d) \p* -|- {x sin S -{■ y cos S) cp' 

oder 

(«/> — ift' cosd — ip' sin S)x 4- {^p -f ^'' sin d — (p* cosS)y = 

sein. Da x und y unabhängige Variabelen sind ; so erhält man die beiden 
Beziehungen 

'ip = (p' sin S -f H>' cos 8 z=z - (6 cp* -(- a iff') 

c 

(f) =r ip' COS S — xp' sin S = (acp' — h \if') 

c 

und umgekehrt 

q* z=: iff sin 6 -\- g) cos d = — (b ip + öty) 

ip' z= ip cos ä — 9 sin rf = — (P> ^ — ^ y) 
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Der in der Diagonale A B == c des Rechteckes ACBD herr- 
schende Gesammtwiderstand C(p' ist hiemach gleich den Summen der in 
den beiden Katheten herrschenden Widerstände a (p und b V'. 

Für J =r wird (/' = (f und tp' = iff , für d = 90° dagegen 
ff' — 1/; und if)' = — (jT. 

Diese letzteren Beziehungen gelten für jeden Punkt des Stromes 
und enthalten das Gesetz der Abhängigkeit der Widerstände in den ver- 
schiedenen durch die Axe eines Stromfadens gehenden Ebenen: mittelst 
derselben werden durch die in zwei rechtwinkligen Eichtungen herrschen- 
den Widerstände die in jeder anderen Eichtung herrschenden ausgedrückt. 
Es ist leicht, die Formeln auch für zwei Flächenrichtungen aufzustellen, 
welche nicht wie die x und y oder wie die x' und y' rechtwinklig , son- 
dern schiefwinklig aufeinander stehen; immer sind jedoch Flächen von 
zwei verschiedenen Eichtungen anzunehmen, da nur diese ein Strom- 
element allseitig abgrenzen können. Für die Grössen ff, t/S ^f\ ^' 

können nach Nr. 8 die Werthe von der Form —-j-r — ; welche durch 

die in den betreffenden Ordinatenabständen h herrschenden Geschwindig- 
keitsdifferenzen bestimmt sind, eingeführt werden. 

Selbstredend gelten diese Formeln nur für die unendlich kleinen 
Dimensionen eines Stromelementes, nicht für endliche Grössen a, b, c. 

Ist nun A ß ein Stück der Wandfläche ; so kann dasselbe 
durch die gebrochene Fläche AGB ersetzt werden, insofern man den 
Theilen A C und CB die Widerstände fp und i// pro Flächeneinheit zu- 
schreibt, welche durch den Widerstand fp' der wirklichen Wand AB 
und den Widerstand (/''» welcher in der Flüssigkeit in der zur Wand 
normalen Ebene AE herrscht, bestimmt sind. Der letztere Widerstand 
^1' ist nur dann gleich null, wenn die an der Wand gleitenden Elemente 
gleiche Geschwindigkeit haben: ist Diess nicht der Fall; so ist, wenn 
v^ — V den Unterschied der in den Flächen AE und BF herrschenden 

Geschwindigkeiten bezeichnet, da ^JB = c ist, ilf' = — ^^ . 

Mit Hülfe der vorstehenden Formeln wird die Theorie der Be- 
wegung der Flüssigkeiten an Wänden von der Form der Wände unab- 
hängig, da jede Wandfläche in eine' gezackte Fläche verwandelt werden 
kann , deren unendlich kleine Absätze a ■= c cos d und J = c sin d 
oder b = a tang 6 Stromelementen von horizontaler Breite a =^ d x 
und vertikaler Höhe b =^ dy = tang d ,dx entsprechen. 

Substituirt man in den obigen Formeln a ■= dx, b = dy, c = dx', 

iciff = -^-y icfp = 7^-y KU) = -^ fccp = 7. ,; so erhält man, mdem 
ö X ' ' c y ox' cy' ' 

?a;'2 =zdx'^ -f dy'^, dx'cosd = dx, dx' sind = dy, dy' = dxsind 

d X d tl 

= dycos S = — '^\ ^^^^ ^^' • ^y' = ^oc .dy ist, 

X 

dv dv . ^ ^ dv ^ 

, - = 7.— sinö -f TV - cos 
cy' ex cy 

dv dv o <^^ . ^ 

7^— ; = TT- ^ÖSO - TT- StnO 

ex ex cy 
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oder 

^^,<^x' = ö— ^!/ + ö— ^Ä? 
cy' ex cy 

ex' ex dy ^ 

Hierdurch sind die Variationen der Geschwindigkeit in den ver- 
schiedenen Richtungen durch die in irgend zwei rechtwinkligen Richtungen 
herrschenden ausgedrückt. 

Bezeichnet man die relative Geschwindigkeit eines Punktes .P, 
welcher auf der Koordinatenaxe OX, OY, OX', Y' bzw. in der 
Entfernung dx^ cy, dx', dy' von liegt, gegen die Geschwindigkeit 
des Punktes bzw. mit du, dv, du'-, dv'\ so hat man du = kijfdx, 
dv = kcpdyj du' z= k (ii> cos d — cf sin d) dx\ dv' = k («/> sin S 
+ (pcosd)dy\ 

Die relative Geschwindigkeit du' wird = für tang S = -^. 

Der Werth von dv' wird = für tang d = — — ^. 

Wenn du' = ist, hat dv* sein Maximum, und wenn dv' = 
ist , hat d u' sein Maximum. 

Wenn du = ^ v ist , muss v^ 3 oj = (pdy : also tt^ = — sein. 

^ ^ ^ da; (p 

In zwei Punkten in der Axe der x und der y, deren Ordinaten 8 x und 

8 y sich wie cp : ifß verhalten , herrscht also gleiche Geschwindigkeit. 

Liegen die. beiden Punkte, welche gleiche Geschwindigkeit haben, in 

den Axen der x' und y' bzw. in den Entfernungen dx' und dy' und 

fragt man nach denjenigen Punkten, in welchen die Geschwindigkeit du' 

einen bestimmten Werth C hat; so muss 

(tit cos d — (p sin ö) d x' = C 

und wenn man dx' cos d = S, dx' sin d = rj setzt, 

sein. 

Hieraus geht hervor, dass alle Punkte von gleicher Geschwindigkeit 
in einer geraden Linie liegen, welche derjenigen parallel ist, für welche 

tang d = — ist, in welcher also die beiden Punkte liegen, in denen 

du = dv ist. Die ganze Bewegung der Flüssigkeit er- 
scheint daher in unmittelbarer Nähe eines Punktes O 
stets wie eine Verschiebung ebener, zusammenhängen- 
der Schichten, welche eine bestimmte, durch den Winkel 
d bestimmte Richtung haben. 

Das letzte Resultat verliert seine Gültigkeit für den FaD , dass 
fp und iff beide gleich null sind, also auch du = dv r= ist. Für 
jeden Werth des Winkels S ist dann rp' =^ (// = und du' —- dv' = 0, 
d. h. der Punkt befindet sich gegen alle Nachbarpunkte rings herum 
in relativer Ruhe oder seine absolute Geschwindigkeit im Flüssigkeits- 
strome ist ein Maximum oder Minimum. In diesem Falle bilden sich 
nahe um den durch gehenden Stromfaden elliptische und wenn (p = tp 
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ist, kreisförmige Inbegriffe von Fäden oder Schläuche, welche sich mit 
gleichen Geschwindigkeiten über die äusseren oder inneren Schläuche 
hinwegschieben. 

11. Die allgemeinen Bedingungen für die Bewegung eines 
Strom elementes« Die Bewegung, welche ein Flüssigkeitselement von 
imeiidlich kleinen Dimensionen ausführen kann, besteht erstens, in dem 
Fortschritte seines Schwerpunktes nach drei rechtwinkligen Koordinaten- 
axen, zweitens, in der Drehung um drei solche Axen, und drittens, in 
elastischen Bewegungen oder Formveränderungen, welche, wenn die 
Flüssigkeit unpressbar ist , sein Volum erhalten , also in Verlängerungen 
und Verkürzungen seiner Dimensionen, sowie in Verschiebungen von je 
zwei einander gegenüberliegenden Seitenflächen in entgegengesetzten 
parallelen Eichtungen. Die Kontinuität der Flüssigkeit bedingt aber 
hierbei, erstens , eine Aneinanderreihung der Elemente in der resultirenden 
Fortschrittsrichtung oder die Vereinigung der Räume, welche alle in der 
Zeit aufeinander folgenden Elemente einnehmen, zu einem Stromfaden, 
zweitens, eine Aneinanderreihung der nebeneinander sich bewegenden 
Elemente und Stromfäden zu einem Strome. Nicht jede beliebige Form 
und Lage des Elementes erfüllt diese beiden Bedingungen. Nach der 
ersten Bedingung muss die Vorderfläche eines jeden Elementes in der 
Zeit dt genau in seine Endfläche treten oder die Endfläche eines Ele- 
mentes muss die Vorderfläche des in der Zeit dt voraufgegangenen 
Elementes sein: die Axe des Elementes muss daher in der resultirenden 
Fortschrittsrichtung angenommen werden. 

Die Stromfäden laufen in unendlich geringen Entfernungen neben 
einander her: zwei benachbarte Fäden sind also entweder einander 
parallel, oder konvergent in derselben Ebene, oder konvergent, ohne 
derselben Ebene anzugehören. Im ersten dieser drei Fälle behalten die 
aufeinander folgenden Elemente eines Stromfadens oder der Stromfaden 
selbst einen Querschnitt von konstanter Grösse, die Elemente behalten 
also ihre Länge und die Stromgeschwindigkeit bleibt konstant. Im zweiten 
Falle erweitert oder verengt sich der Faden , die Elemente verkürzen oder 
verlängern sich und die Strom gesch windigkeit vermindert oder vermehrt 
sich. Im dritten Falle ist Erweiterung oder Verengung mit Querschnitts- 
verzerrung bei geradliniger Fortbewegung der Nachbarelemente, oder es 
ist keine Erweiterung oder Verengung, sondern eine Windung der Strom- 
fäden bei schraubenförmiger Fortbewegung der Nachbarelemente oder 
Beides zugleich vorhanden. 

Die Biegung eines Stromfadens , welche die Bewegung eines Elementes 
in einer Kurve anzeigt, entspricht der Drehung des Elementes im 
Krümmungskreise des Fadens und kann in zwei rechtwinklige Drehungen 
zerlegt werden , welche in den Projektionen des Krümmungskreises auf 
zwei rechtwinklige Ebenen liegen. Diese Drehungen haben keine Ver- 
drehung des Querschnittes des Elementes zur Folge. Ausser dieser 
Biegung des Stromfadens in der Ebene des Krümmmungskreises kann eine 
Variation dieser Ebene selbst , also eine Windung oder Torsion des 
Fadens längs einer schraubenförmigen Linie (wie bei der Bewegung des 
Wassers durch eine schraubenförmige Röhre oder beim Ausflusse durch 
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eine zwar geradlinige, aber um ihre Axe rotirende Röhre) vorkonimen, 
welche eine Drehung des Querschnittes des Elementes um seine Längen- 
axe herbeiführt. . 

Wie bemerkt, sind solche Drehungen eines Elementes lun seine 
Längenaxe stets mit Fortschrittsbewegungen vergesellschaftet, sodass die 
Gesammtbewegung des Elementes immer * ein Portschritt in einer Kurve, 
also augenblicklich in dem Umfange eines Krümmungskreises ist, in Folge 
dessen die Drehung als eine bestimmte Funktion des Fortschrittes erscheint. 
Andere , also unabhängige Drehungen um die Längenaxe der Elemente 
der Stromfäden können in einem zusammenhängenden Systeme solcher 
Fäden nicht vorkommen: insbesondere können die Elemente zweier 
sich berührenden Stromfäden nicht um ihre Längenaxe rotiren. Denn 
einmal können zwei aneinander rotirende Fäden keine rechteckigen sondern 
nur kreisrunde Querschnitte haben, mit welchen sich eine stetige Masse 
überhaupt nicht zusammensetzen lässt (da die Fäden, wenn man sie auch 
noch so dünn denkt, doch immer todte Winkel zwischen sich lassen 
würden). Sodann müssten zwei rotirende Fäden mit kreisrunden Quer- 
schnitten nach entgegengesetzten Seiten rotiren, da eine Rotation nach 
derselben Seite , welche an der Berührungsstelle eine Bewegung in e n t - 
gegengesetzten Richtungen bedingt , im Allgemeinen , so lange die 
Elemente ihre Bewegung von derselben Ursache nach derselben stetigen 
Funktion empfangen, dem Wesen einer Flüssigkeit widerspricht, indem 
die Bewegung eines Elementes wegen des Gleitungswiderstandes die Be- 
wegung des unmittelbar angrenzenden Elementes in ders elb en Richtung 
nach sich zieht, wofern nicht im Berührungspunkte Ruhe herrscht (Nr. 9), 
welche ja durch die Rotation ausdrücklich ausgeschlossen ist, oder wofern 
sich nicht in dem Berührungspunkte selbstständige Strömungen begegnen 
(Nr. 9) oder in jedem Elemente eine selbstständige Rotationskraft wirksam 
ist , welche in einem durch rein mechanische Kräfte bewegten Systeme 
nicht angenommen werden kann. 

Nur in einem einzelnen Stromfaden können die Elemente um 
ihre Längenaxen rotiren. Die ringsum angrenzenden Fäden nehmen als- 
dann, wenn in dem Zentralfaden zugleich Fortschrittsbewegung herrscht, 
spiralförmige, und wenn in dem Zentralfaden keine Fortschritts- 
bewegung herrscht, in sich selbst zusammenlaufende Bahnen an. 
In beiden Fällen hat man also ein System von gekrümmten Fäden , in 
welchen die Elemente einfach nach Kurven fortschreiten , ohne dass selbst- 
ständige Rotationen in Betracht kommen. Im ersten Falle bildet der 
axiale Faden mit rotirenden Elementen einen Anfangszustand für spiral- 
förmige Fäden , derselbe hat bei endlicher Winkelgeschwindigkeit unendlich 
kleine Umfangsgeschwindigkeit. Im zweiten Falle existirt gar kein zu- 
sammenhängender axialer Faden , indem die rotirenden Elemente die An- 
fangselemente von ebenso viel verschiedenen kreisförmigen Stromfäden 
von unendlich kleinen Radien bilden. 

Solche Rotationen würden ohnehin Kräftepaare voraussetzen, 
welche am Anfangs- und Endquerschnitte jedes Fadens in den Ebenen 
dieser Querschnitte wirkten , also Kräfte, zu deren Erzeugung es an 
natürlichen mechanischen Mitteln fehlt. (Ein rotirendes vertikales zylin- 
drisches. Gefäss erzeugt durch seinen Gleitungswiderstand keine gerad- 
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linigen vertikalen Fäden, deren Elemente um ihre Längenaxenrotiren, sondern 
kreisförmige horizontale Fäden, deren Elemente in Kreisen fortschreiten). 
Nur, wenn man die Vorstellung einer Flüssigkeit mit nebenein- 
ander gelagerten Elementen fallen lässt und dafür die Vorstellung einer 
Masse mit sich durchschneidenden Elementen an die Stelle setzt, 
können die Elemente der Stromfäden kreisförmige Querschnitte haben und 
beliebige Rotationsgeschwindigkeiten um ihre Axen annehmen und solche 
Rotationen sowohl in der Richtung der Fäden , als auch seitwärts fort- 
pflanzen. 

In derartigen Ma'ssen können ausser den lun die Längenaxen der 
Elemente erfolgenden Rotationen auch Rotationen um beliebige andere 
Axen, z. B. um Axen, welche auf den Längenaxen der Elemente recht- 
winklig stehen, ja, es können sogar entgegengesetzte Strö- 
mungen in demselben Faden betrachtet werden. Eine solche Zusammen- 
setzung aus Elementen, welche sich durchdringen und überschneiden, 
haben nach meiner in den „Naturgesetzen**, in der „Welt" und 
in den „Grundlagen der Wissenschaft" begründeten Theorie die 
aus Ätherelementen gebildeten Atome der Materie , welche daher 
im Wärmeprozesse rotatorische oder Pendelschwingungen, im elektrischen 
Strome entgegengesetzte Strömungen , im magnetischen Prozesse und im 
elektrischen Kreislaufe Rotationen um Längenaxen ermöglichen. In 
solchen physikalischen Prozessen treten die Fortschrittsgeschwindig- 
keiten der ganzen Massenelemente oder die eigentlichen mechanischen 
Bewegungen mehr oder weniger in den Hintergrund und räumen den 
Molekularbewegungen den Platz. Diese Klasse von Bewegungen ist jedoch 
von unseren jetzigen T^etrachtungen ausgeschlossen y und wir heben aus 
der vorstehenden Deduktion und aus der für die Gleitung gewonnenen 
Anschauung (wonach ein bewegtes Element das angrenzende Element 
nachzieht) hervor, dass die zuletzt erwähnten Systeme von elementaren 
Rotationsbewegungen durch treibende mechanische Kräfte unter der Mit- 
wirkung der Gleitungswiderstände nicht hervorgebracht werden 
können. 

Bei den Rotationen, von welchen wir soeben reden, handelt es sich 
um die Drehung einer kreisförmigen Masse um eine Axe, also um eine 
Bewegung, an welcher alle Elemente eines kreisförmigen Stromfadens 
zugleich theilnehmen. Sehr verschieden hiervon sind die Kreisbewegungen 
einzelner Elemente der Flüssigkeit. In einer Flüssigkeit können mög- 
licherweise alle Elemente Kreise beschreiben, indem jedes Element seinen 
eigenen Kreis durchläuft , also kein Fliessen in diesen Kreisen stattfindet. 
Diese Elementarbewegungen können auch so geordnet ßein, dass kein 
Element mit einem anderen Elemente gleichzeitig denselben Raum ein- 
nimmt. Die Wellenbewegung, welche wir in Nr. 43 ff. betrachten 
werden, ist eine solche Bewegung; die Stromfäden bilden dabei ganz 
andere Figuren, nehmen auch Gesammtbewegungen an und erleiden im 
Laufe der Zeit einen Austausch der Elemente. 

Die Gesammtbewegung eines Stromfadens, wie sie namentlich die 
Bewegung des Gefässes, worin eine Flüssigkeit fliesst, mit sich bringt, 
ist unter dem Gesichtspunkte in Rechnung zu stellen, dass die Strömung 
in einem bewegten Strome die relative Bewegung dieses Stromes in 
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Beziehung zu der ihn begrenzenden starren oder flüssigen Masse ist, und 
dass die absolute Bewegung dieses Stromes unter der Mitwirkung der 
Kräfte des Aussenkörpers zu Stande kömmt. Es ist keineswegs gesagt, 
dass wenn die relative Bewegung ein System von aneinander gleitenden 
Stromfäden ist, auch die absolute Bewegung ein solches System sei. 
Allerdings bilden sich, wenn ein System von Stromfäden im Ganzen 
stetig bewegt wird , in dem absoluten Bewegungssysteme regelmässige und 
unendlich benachbarte Linien, welche ein Element durchläuft: allein, 
diese Linien sind keine Strömungslinien, weil nicht alle darin liegenden 
Elemente sich gleichzeitig in derselben Linie bewegen, vielmehr jedes 
Element seine besondere Linie durchläuft, oder auch, weil die in benach- 
barten Linien fortschreitenden Elemente nicht gleichzeitig in denselben 
normalen Querschnitt des Liniensystems eintreten, also überhaupt keine 
gemeinschaftlichen Querschnitte bilden und daher das Gesetz des 
Gleitens aneinander nicht befolgen. 

Die Linien der absoluten Bewegung können sich sogar durch- 
schneiden, ohne dass in den Durchschnittspunkten Zusammenstösse 
oder Durchdringungen stattfänden, weil in einen solchen Durchschnitts- 
punkt die Elemente zweier Linien zu verschiedenen Zeiten eintreten. So 
bildet z. B. der zwischen seinen Ufern in Stromfäden fliessende Rhein 
vermöge der Umdrehung der Erde ein System von Linien, in welchen 
allerdings die aufeinander folgenden Elemente sich gleichzeitig in der 
Längenrichtung bewegen, in welchen aber die Elemente der benachbarten 
Fäden nicht gleichzeitig gemeinschaftliche Querschnitte bilden. Da die 
Mittelfäden des Rheins rascher fliessen, als die Uferfäden; so durch- 
schneiden die Mittellinien des absoluten Systems auch die Uferlinien, ohne 
zu kollidiren : ein Element aus der Mitte des Stromes , welches anfangs 
noch diessseit einer absoluten Uferlinie lag, wird nach einer gewissen 
Zeit jenseit dieser Linie liegen , indem es den Durchschnittspunkt früher 
passirt, als das gleichzeitig mit ihm auslaufende Element der üferlinien. 

Dass die äusseren Kräfte, welche ein gegebenes System von Strom- 
fäden in eine gemeinschaftliche Bewegung versetzen, dieses System nach 
mechanischen Prinzipien beeinflussen, ist selbstverständlich. So wird 
z. B. das horizontale Ansatzrohr eines Gefässes, wenn dieses Rohr um 
eine vertikale Axe gedrehet wird, wegen der in der Richtung des rotiren- 
den Rohres auftretenden Zentrifugalkraft je nach der Richtung der Aus- 
flussöffnung bald mehr, bald weniger Wasser ergiessen, als das ruhende 
Rohr. Vornehmlich befassen wir uns in dieser Schrift mit den eigent- 
lichen Strombewegungen, widmen jedoch den selbstständigen Be- 
wegungen der Elemente der Flüssigkeit in regelmässigen Linien die 
über die Wellenbewegung handelnden Nummern 43 bis 53, über- 
gehen aber die Wirkung von Kräften, welche den ganzen Stromfäden 
gemeinsame Bewegungen ertheilen, indem wir die dessfallsige Rechnung 
als eine mit den gewöhnlichen Mitteln der heutigen Mechanik lösbare 
Aufgabe betrachten. Zum Verständniss des Zieles, welches wir uns 
gesteckt haben, wird es nützlich sein, für die Strombewegung oder das 
Fliessen die Definition aufzustellen, es sei die gleichzeitige Be- 
wegung aller Längenelemente eines dauernd in Kontinuität 
bleibenden Fadens nach der Richtung der Fadenaxe im 
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Anschlüsse an die ähnliche gleichzeitige Bewegung der 
miteinander in Kontakt befindlichen Elemente der an- 
grenzenden Nachbarfäden oder Gefässwände, d. h. in 
Abhängigkeit von dein Nachbarfäden oder Nachbarwänden 
durch den Gleitungswiderstand, welcher eine Verschie- 
bu»g der Längenschichten der Elemente bedingt. Die Ab- 
hängigkeit von der Nachbarschaft ist es, welche der Strombewegung den 
Charakter einer 'relativen Bewegung verleihet. 

Die für die einzelnen Fäden gültigen Bedingungen nebst den Ver- 
schiebungstendenzen und den daraus folgenden GeschwindigkeitsdiflFerenzen 
bestimmen die ganze Nachbarschaft der Fäden eines Stromes. So nehmen 
z. B. die übereinander her fliessenden Stromfäden eines Flusses in Folge 
der Adhäsionswiderstände die in Fig. 8 dargestellte Form an, in welcher 
die Kurve B D F G durch die Bedingungen des Zusammenhanges aus den 
GeschwindigkeitsdiflFerenzen nach Nr. 8 zu bestimmen ist. Vermöge der 
allseitigen Kohäsion bilden die Anfangs- oder Endflächen der Elemente 
Figuren, welche sich zu konvexen oder konkaven Flächen SDFH zu- 
sammenschliessen. 

Selbstverständlich kann man das Bündel von Stromfäden durch jede 
beliebige ebene oder krumme Fläche schneiden , um den Bewegungszustand 
der in eine solche Fläche gleichzeitig eintretenden Massentheilchen zu 
betrachten. Für die Entwicklung der hydraulischen Gesetze eignen sich 
wohl die eben erwähnten Endflächen BDFH, am besten aber die 
auf allen Stromaxen normal stehenden Flächen BJKL (welche im 
Allgemeinen gewölbt, bei allseitiger Parallelbewegung aber Ebenen 
sind). Denn alle relativen Bewegungen zweier Elemente in benachbarten 
Stromfäden können nur die Richtung ihrer Axen haben und gegen die 
Stirnflächen B J der Elemente können nur normale, mit der Axe parallele 
Kräfte wirken (eine relative Bewegung längs einer in der Fläche BJ 
liegenden Richtung ist unmöglich, da ja alle Bewegung nur in der 
Richtung A B der Axe erfolgt , wenn AB DG wirklich das Element 
eines Stromfadens ist): demzufolge beschreiben die gegen die normalen^ 
Querschnittsflächen gerichteten Druckkräfte bei der Bewegung der Strom- 
elemente Wege , welche in der Axe dieser Elemente liegen und welche 
die Länge dieser Elemente haben, wenn man unter dem Elemente eines 
Stromfadens die Flüssigkeitsmenge versteht, die sich im Zeitelemente ^i 
durch jeden seiner Querschnitte ergiesst. 

Die aus diesen relativen Bewegungen entspringenden Adhäsionskräfte 
und ihre Arbeiten sind in den vorhergehenden Nummern bestimmt. Die 
Adhäsionskräfte hängen v von dem in den Gleitflächen herrschenden 
hydraulischen Drucke ab. Dieser Druck, welcher auch gegen die Stirn- 
flächen BJ der Elemente wirkt, ist zum Theil von den Koordinaten des 
Druckpunktss , theils von der Zentrifugalkraft, welche sich in einem 
gekrümmten Stromfaden äussert, theils von der Gesammtbewegung des 
ganzen Fadens abhängig, indem durch den Druck gegen eine Stirnfläche 
wie J? J" alle Widerstände , welche sich der Bewegung des ganzen davor 
liegenden Fadentheiles entgegensetzen , überwunden werden und ausserdem 
die entstehenden Gewinne in lebendiger Kraft erzeugt werden müssen. 
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Die Vermehrung, welche der hydraulische Druck durch die Zentri- 
fugalkraft erleidet, hestimmt sich folgendermaassen. Wenn sich die 
Masse m eines Stromelementes mit der Geschwindigkeit v in einem Kreise 
vom Radius q bewegt; so äussert sie auf die konkave Grenzfläche den 

Zentrifugal druck q = . Ist diese Grenzfläche die auf dem Radius 

Q 
Q normal stehende volle Seite des Elementes von dem Flächeninhalte dx dy ; 

so vertheilt sich jener Druck auf diese Fläche, wird also pro Flächen- 

einheit = — r^ — tt— — — — ^^, wenn man die in der Richtung von o 
QÖxcy Q o V 

liegende Dicke des Elementes gleich d z und die in der Volumeinheit 
enthaltene Masse gleich ^i setzt. 

Wenn sich dem Zentrifugaldrucke q nicht eine ebene Fläche A^ 
(Fig. 9), sondern die rechtwinklig gebrochene Fläche ÄCS, worin der 
Winkel AB C = « ist , entgegenstellt ; so zerlegt sich q auf die beiden 
Flächen A C = AB sin u und B C = AB cos u so , dass die erste 
den Druck q* ^= q sin u und die zweite den Druck q" =. q cos a 
erhält. Der Druck pro Flächeneinheit wird also sowohl in der Fläche 
AC, als auch in der Fläche BC dem in der Fläche AB herrschenden 
gleich. Hieraus geht hervor , dass der Zentrifugaldruck pro Flächen- 
einheit , welchen das Element m in irgend einem seiner Punkte hervor- 
bringt, in allen durch diesen Punkt gehenden Ebenen gleich gross ist. 
Kann man also den Druck auf A B bestimmen ; so ist damit auch der 
Druck auf AC und ^C bestimmt, und kann man, umgekehrt, den Druck 
auf A C bestimmen ; so ist damit auch der auf A B und B C bestimmt. 

Dieser Zentrifügaldruck auf eine Fläche ist dem aus anderen Gründen 
bestehenden Drucke auf diese Fläche hinzuzufügen. Für Elemente, welche 
in der Richtung des Radius q übereinander liegen, summiren sich also 
die Zentrifugalpressungen mit dem Abstände q vom Krümmungsmittel- 

punkte, sodass der obige Werth —^ — dz die Zunahme des Zentrifugal- 

Q 
druckes pro Flächeneinheit für die Dicke dz des Elementes ist, eines 

Druckes , welcher sich in der Entfernung q vom Krümmungsmittelpunkte 
in dem betreifenden Punkte nach allen Seiten, also auch in der zu AB 
parallelen Richtung und in der auf A B rechtwinklig stehenden Seiten- 
richtung gegen die zu AB C parallelen Seitenflächen geltend macht. 

Wenn man will, kann man jedes Flächenelement einer gekrümmten 
Wand, da dasselbe ein Element einer schrägen Ebene bildet, durch seine 
Projektionen auf drei rechtwinklige Koordinatenebenen als den Inbegriff 
dreier rechtwinkligen ebenen Elemente betrachten und einen gegen das 
Wandelement gerichteten normalen Druck p in drei Kräfte p^ , j>2 , p^ 
zerlegen, welche auf den drei rechtwinkligen Projektionen normal stehen. 
Der Druck pro Flächeneinheit wird für alle drei rechtwinkligen Elementar- 
projektionen gleich. Wenn die eine Koordinatenebene auf >dem 
schrägen Wandelemente AB (Fig. 9) perpendikular steht, wie es bei 
dem Zentrifugaldrucke auf ein gekrümmtes Gefäss der Fall ist, wo die 
Krümmungsebene die dritte Koordinatenebene bildet; so lässt sich der 
Druck p zwar nur in die beiden auf A C und B C normal stehenden 
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Komponenten p^ und p,^ zerlegen: allein, der Druck pro Flächeneinheit 
gegen die dritte Koordinatenebene AB C »n der Stelle dieses Elementes 
ist dem gegen AB, ACj BC gerichteten gleich, folglich bestimmt. • 

Wenn man in dem letzteren Falle die drei Kräfte p, p, , p.^ um 
90 Grad drehet ; so fallen diese Kräfte in die Ebenen AB , AC, B Q 
repräsentiren also die Gleitungswiderstände r , r^ , r.^ in diesen Ebenen, 
welche den Pressungen p, pi f Pi entsprechen; und zwar liefern die drei 
Kräfte r, r, , rg, da sie ebenso wie die Kräfte p, P[ 9 Pi den Linien 
AB , AC y B C proportional sind , drei Gleitungswiderstände , welche 
in allen drei Flächen AB , AG, B G pro Flächeneinheit gleiche Werthe 
haben, insofern in allen diesen Flächen gleiche Adhäsion herrscht. Diese 
Gleitungswiderstände r , r, , r., bilden ein den Kräften p 1 P\, P2 ähn- 
liches Gleichgewichtssystem, wenn p als ein Schub auf das Element 
ABC und j9, , Pi als Widerstände der Wände AG, BG angesehen 
werden. Was die beiderseitigen Pressungen p^ und — p^ gegen die zur 
Ebene ABG parallelen Wandflächen betrifft; so sind dieselben unter sich 
im Gleichgewichte, und die ihnen entsprechenden Gleitungswiderstände 
fj und r, , welche bei jeder Bewegungstendenz des Elementes dieselbe 
Richtung haben, bilden mit den Gegenwirkungen der Wandfläche ABG 
ein Gleichgewicht. 

Hiemach ist nicht nur die Normalpressung p mit den Gegenwirkungen 
V\ r P2 » i^3> — i^3 ^ür sich, es ist auch ein durch das Gleiten der äusseren 
Flüssigkeit auf A B unter dem Drucke p hervorgerufener Gleitungs- 
widerstand r mit den entgegenwirkenden Gleitungswiderständen r, , r^, 
r^ , r^ im Gleichgewichte. 

Wenn die Stromaxe parallel z\x AB läuft und die Ebene AB die 
gemeinschaftliche Grenzebene zweier Stromfäden und Elemente ist, kömmt 
eine Gleitung längs jener Ebene oder der Gleitungswiderstand r^ nur 
dann in Betracht, wenn die Fäden verschiedene Geschwindigkeit haben. 
Wenn die Stromaxe normal auf der Ebene AB G steht , wie z. B. bei 
dem Strome in der durch Fig. 10 dargestellten Eöhre, bildet die Ebene 
J. JS die normale Querschnittsebene der Stromfäden , in welcher nach 
Vorstehendem eine Gleitung nicht stattfindet: die Widerstände r^ konunen 
alsdann nicht in Betracht. 

Ausser den Adhäsionswiderständen sind die durch das Anprallen der 
Flüssigkeit gegen die Erhabenheiten einer rauhen Wandfläche erzeugten 
Verluste an lebendiger Kraft in Rechnung zu stellen. Wir thun Diess in 
der Weise , dass wir annehmen , die materielle Fläche der Flüssigkeit, 
welche die Wand berührt, nehme diesen Verlust unmittelbar auf oder 
überwinde den dazu erforderlichen Widerstand , pflanze denselben aber 
auf die inneren Flächen fort, sodass in dem berührenden Elemente nur 
der entsprechende Theil des Verlustes verbleibt. Wir verwandeln also 
den Stosseffekt in eine von der Grenzschicht mit deren Geschwindigkeit 
zu verrichtende Arbeit eines Widerstandes unter der Annahme, dass diese 
Schicht an der gegenüberliegenden Fläche durch die darüber liegende 
Schicht einen entsprechenden Antheil jener Arbeit wiederempfängt, sodass 
nur das der Masse der Grenzschicht entsprechende Difl'ereutial dieser 
Arbeit als Verlust für die letztere Schicht erscheint. Der zu überwindende 
Widerstand pro Flächeneinheit der benetzten Wandfläche ist dem Quadrate 
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der an der Wand herrschenden Geschwindigkeit v proportional, also 
gleich cv^, während v der Weg ist, welchen dieser Widerstand in der 
Zeiteinheit beschreibt, um die Arbeit cv^, v = cv'^ zu verrichten. (Hin- 
sichtlich der Vertheilung der Stosseffekte vergl. das in Nr. 23 auf- 
gestellte Prinzip). 

IIa. Die Hypothese vom Stoss hei plötzlichen Querschnitts- 
yeränderuiigen« Wenn der Querschnitt a)^ eines Stromfadens, worin 
die Geschwindigkeit v^ herrscht, plötzlich in den Querschnitt m,^ mit der 
Geschwindigkeit v^ überginge; so würde jedes Stromelement von der 
Masse m, , welches diese Stelle passirt , insofern «2 > «1 , also t? < v, 
ist, einen Verlust an lebendiger Kraft erleiden, welcher in den Lehr- 
büchern der Hydraulik gleich m^ (v^ — v.^^ gesetzt wird. Man recht- 
fertigt diesen Ausdruck mittelst der Theorie des Stosses, indem man den 
Vorgang wie den Stoss einer mit der Geschwindigkeit «;, bewegten 
unelastischen Masse w, gegen eine mit der Geschwindigkeit v., bewegte 
Masse m^ ansieht, also die nach dem Stosse stattfindende gemeinschaft- 
liche Geschwindigkeit v = — ^- — — ^ ^ und daher den Verlust 

an lebendiger Kraft, welche vor dem Stosse m^v^'^ + '^i'^i^ betrug, 
gleich 

setzt. Dieser Ausdruck geht durch die Annahme, dass die gestossene 
Masse m.^ unendlich gross im Vergleich zur Masse w, sei, in 

Gegen diese Ableitung ist nun zunächst zu erinnern, dass eine 
unendlich grosse Masse m^ vor der in den Querschnitt ft}.^ eintretenden Masse 
m, nicht nothwendig existirt; denn wenn man auch unter w, die unend- 
lich kleine im Zeitelemente sich ergiessende Durchflussmenge n- o), v, ?^, 
unter m^ dagegen die ganze vor der Öffnung w, liegende Flüssigkeits- 
menge von endlicher Masse versteht, so kann doch die letztere durch 
Abschneidung der Ausgussröhre ebenfalls unendlich klein gemacht werden ; 
ausserdem besteht diese vorliegende Masse in einer Röhre von variabelem 
Querschnitte aus Theilen von verschiedener Geschwindigkeit , deren Mittel- 
werth sich von v.j, sehr erheblich unterscheiden kann. 

Mit demselben, ja mit grösserem Rechte würde man behaupten 
können, weil v, die Geschwindigkeit der Masse m, vor dem Stosse und 
t;.^ diejenige nach dem Stosse ist, so sei der Verlust an lebendiger Kraft 
gleich w, {v^- — ^aO» ^^" Werth, welcher von dem vorstehenden 
m, («^, — v.^'^ sehr verschieden ist. 

Ein weiteres Bedenken gegen die Anwendung der Theorie des Stosses 
liegt darin, dass wenn man den Übergang vom Querschnitte o), zu dem 
Querschnitte ojg nicht urplötzlich, sondern ungeheuer schnell, aber all- 
mählich annimmt, der wirkliche Effekt sich von dem auf Urplötzlichkeit 
beruhenden Stosseffekte nicht wesentlich unterscheiden kann, wogegen die 
mathematische Formel bei jedem nochso raschen allmählichen Übergange 
keinen Verlust durch Stoss ergiebt. 
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^E^ndlich mußs es befremden, dass bei dem plötzlichen Übergange von 
einem grösseren Querschnitte o)^ zu einem kleine ren, also bei der 
plötzlichen Zunahme der Geschwindigkeit v^ auf v.^ die Theorie des 
Stosses überall nicht in Anwendung gebracht werden kann, da ein lang- 
samerer Körper einen schnelleren nicht zu ereilen vermag, dass man also 
genöthigt ist, bei diesem Falle, welcher wegen des Anpralles der Masse 
m, gegen eine direkt entgegenstehende Gefässwand recht eigentlich den 
Charakter eines Stosses gegen eine feste Wand an sich trägt, doch von der 
Theorie des Stosses abstrahiren und seine Zuflucht zu der allmählichen 
Kontraktion des Stromes nach rein empirischen Formeln nehmen muss. 

Die Theorie des Stosses, welche zu so vielen Bedenken führt, wird 
nun auch durch den wirklichen Vorgang ganz ausgeschlossen. Dieser 
Vorgang besteht darin, dass die Stromfäden an der Stelle, wo die Röhre 
eine plötzliche Querschnittserweiterung von o), auf 0^2 aufweis't, sich 
nach aussen krümmen und allmählich erweitem , sodass der Strom erst 
in einer gewissen Entfernung den grösseren Querschnitt w.^ füllt, auf die 
Länge dieser Entfernung aber einen todten Winkel bildet, in welchem 
die Flüssigkeit stagnirt , oder wirbelt , überhaupt nicht mit dem Haupt- 
strome fliesst, während bei einer plötzlichen Querschnittsverengung die 
nach innen gekehrte Krümmung der Fäden schon vor dem kleineren 
Querschnitte (o^ beginnt und die todten Winkel diessseit der verengten 
Stelle entstehen. Unter Umständen bilden sich solche Winkel diessseit 
und jenseit der fraglichen Stelle. 

Die Unzulänglichkeit der bisherigen hydraulischen Theorie in Be- 
ziehung auf den Stoss veranlasst mich, auf eine Lücke in den allgemeinen 
Formeln der Mechanik hinzuweisen. Die Grundformel der Dynamik für 
die Bewegung der Masse m, welche durch die Arbeit der in der Richtung 
dieser Bewegung wirkenden Kraft p in Bewegung gesetzt wird und dem- 

d V 

zufolge in der Zeit t die Geschwindigkeit v erlangt, lautet ^ = m --,^- 

d'^ X . . . , 

— m -7T-72^, indem der im Zeitelemente dt zurückgelegte Weg dx = vdt 

ist. Für die elementare Arbeit der bewegenden Kraft hat man dann 
pdx = pv dt = mtJ öv und daher für die Arbeit auf dem Wege x , auf 

welchem die Geschwindigkeit von v^ in v^ übergeht, px =— - m (t;,'* — v^^), 

sodass die in der Zeit t gewonnene lebendige Kraft m (v^'^ — v^^) dem 
Doppelten jener Arbeit gleich ist. 

Diesen Formeln muss nun die ausdrückliche Bemerkung hinzugefügt 
werden, dass sie nur für eine stetige Bewegung mit allmählich 
variabeler . Geschwindigkeit v , nicht für eine beliebig variabele Be- 
wegung gelten. Unter der Stetigkeit oder stetigen Variabilität ist nicht 
einfach gesetzliche Abhängigkeit der Geschwindigkeit v von der Zeit t, 
sondern Abhängigkeit mittelst einer stetigen Funktion , d. h. einer solchen 
Funktion v = F (t) zu verstehen , welche bei endlichen Veränderungen 
^t der unabhängigen Variabelen t endliche Veränderungen /\v der 
abhängig Veränderlichen v und welche für unendlich kleine Werthe 
von dt auch unendlich kleine Werthe für dv von der Beschaifenheit 
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/\v 
ergiebt, dass das VeAältniss ~r stets einen endlichen Werth behält. 

Sobald diese Bedingung nicht erfüllt ist, verlieren die Grundformeln ihre 
Gültigkeit; man kann dann nicht mehr annehmen , dass die treibende 
Kraft p in dem Zeitelemente d t konstant bleibe , dass also für /\ v 

= V. — V,. diese Kraft « = m— ^ ,, - ^ sei (was auch einen unendlich 

' " -^ et 

grossen Werth von p, oder eine unendlich kleine Masse m voraussetzen 
würde) ; ebenso wenig kann jetzt d x •=■ vdt gesetzt werden , da die 
Geschwindigkeit während der Zeit t ihren Werth von v^ auf v^ um einen 
endlichen Betrag ändert). In allen Fällen gelten jedoch folgende Sätze. 

Die urplötzliche Änderung der Geschwindigkeit in einunddemselben Augen- 
blicke ist überhaupt ein Ding der Unmöglichkeit und eine mathematische und 
logische Absurdität, da kein Körper zwei verschiedene Geschwindigkeiten 
zugleich haben (kein Objekt sich in zwei verschiedenen Zuständen , von 
welchen der eine den anderen in der Zeit hervorbringt , zugleich befinden 
oder zwei Wirkungen derselben Grundursache ohne vermittelnde Ursache 
darstellen) kann ; der Übergang von der Geschwindigkeit v^y zu der Ge- 
schwindigkeit v^ erfordert daher immer eine, wennauch noch so kleine 
Zeit tj während welcher der Körper m immer einen gewissen, wenn- 
auch nochso kleinen Weg x' durchläuft. Indem man die Zeit ^ in un- 
endlich viel gleiche Elemente dt' zerlegt und die Geschwindigkeit v, 
welche die Masse m am Ende der Zeit t besitzt, als eine Funktion von t 
vorstellt, hat man immer, wenn sich v stetig ändert, für die am Ende 

'd V 
der Zeit t wirkende Kraft p = m ^ und dx' = vdt\ also pdx' 

= pvdt' = mvdv und daher als Summe aller in der Zeit t' von der 
bewegenden Kraft zu verrichtenden Arbeiten 

pdx' = m / vdv = -o-*w(^i'^ — ^0^) 





Hieraus ist ersichtlich, dass die beim Übergange von der Geschwin- 
digkeit Vq zu v^ gewonnene lebendige Kraft stets der doppelten Arbeit 
der bewegenden Kraft gleich ist, gleichviel, ob dieser Übergang in end- 
licher Zeit oder in unendlich kleiner Zeit t' erfolgt, d. h. gleichviel, ob 
es sich um eine stetige Bewegung oder um einen Sprung mit stetiger 
Variation von v handelt. (Wäre der Sprung von t^^ z\lv^ kein stetiger; 
so zerlegte sich diese Bewegung ganz so wie die Hauptbewegung in 
stetige Theile und in Sprünge, was zu dem nämlichen Endresultate über 
den Werth der gewonnenen lebendigen Kraft führt). Die zu diesem 
Zwecke zu leistende Arbeit ist also eine durch f^ und v, fest bestimmte, 
aber die bewegende Kraft p, sowie die während der Zeit t' ^== dt vor 
sich gehende Variation der Geschwindgkeit, sowie der bei jener 
Arbeit zu durchlaufende Weg x' bleiben unbestimmt und sind durch 
keine allgemeine Formel zu bestimmen. Mit anderen Worten, es sind 
unendlich viel verschiedene Funktionen der Zeit für p^ v und x* möglich, 
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welche sämmtlich das Eesultat ergeben , dass die Masse m in sehr kurzer 
Zeit t von der Geschwindigkeit v^ zu der Geschwindigkeit v^ gelangt. 
In jedem Merklichen Falle realisirt sich natürlich nur ein einziges dieser 
möglichen Systeme: allein dasselbe ist nicht nach allgemeinen Prinzipien, 
sondern nach den mit dem speziellen Falle gegebenen Grössen zu bestim- 
men. Der Stoss der Masse m gegen eine andere Masse ist ein 
solcher specieller Fall: hier sind es die Kompressionskräfte, welche die 
Werthe von p, v und x* bestimmen. Im Übrigen . ist in diesem Falle 
nicht die Anfangs- und die Endgeschwindigkeit der Masse m gegeben, 
sondern es ist nur deren Anfangsgeschwindigkeit und daneben die Anfangs- 
geschwindigkeit einer zweiten Masse gegeben, die Endgeschwindigkeit beider 
aber gesucht: das allgemeine Gesetz bestätigt sich aber auch hier, dass der 
Gewinn, bzw. Verlust an lebendiger Kraft, welcher für zwei unelastische 

Massen w, und m^ den obigen Werth ' '^ (v, — v.y^ annimmt, gleich 

dem doppelten der beim Stosse entwickelten Arbeit ist. 

Für die Hydraulik, insbesondere für die plötzliche Erweiterung des 
Querschnittes m\ eines Stromfadens handelt es sich nicht um einen Stoss, 
sondern um die Veränderung der Geschwindigkeit t?, der Masse m, unter dem 
Drucke der vorliegenden und dem. Gegen drucke der nachfolgenden Flüssigkeit. 
Da iw, die Masse der Durchflussmenge vom Volum w, t;, dt ist, welche nach 
der Zeit d t das -gleiche Volum w.^ v.^ d t einnimmt , indem sich seine 
Länge t?, dt zu v., dt verändert; so hat der Schwerpunkt von m/ in dieser 

Zeit den Weg -^ (v, + v^) dt beschrieben : man kennt also den Werth 

des vorhin mit x' bezeichneten Weges. Setzt man nun voraus, dass die 
bewegende Kraft während dieses Überganges konstant sei ; so hat man 

px' = -j-Pi^i +«^2) ^^="2 A* «I ^i (^i^ — ^0^) ^^» folgHch 

Die Konstanz von p ist jedoch eine Hypothese, welche in der 
Wirklichkeit nicht realisirt wird. Der Übergang des Stromes von einem 
Querschnitte zu einem grösseren oder kleineren erfolgt nicht plötzlich, 
sondern allmählich in einem endlichen Abstände : indem die Stromfäden 
sich bei diesem Übergange, krümmen und erweitern oder verengen , auch 
wirbelnde Winkelmassen erzeugen , treten an der Röhrenwand Gleitungs- 
widerstände auf, deren Arbeit von der Arbeit der den Strom treibenden 
Kräfte überwunden werden muss , und welche so gross sein muss , dass 
sie den Gewinn oder Verlust m, (t;,^ — v^'^) hervorzubringen vermag. 
Hiernach ist in den hydraulischen Formeln, welche ohne Rücksicht auf 
Stosseffekte aufgestellt sind, lediglich die Arbeit der eben gedachten 
Gleitungswiderstände , sowie die nachstehend betrachtete , zur Verschiebung 
der Elemente erforderliche Arbeit als eine von den Triebkräften zu be- 
schaffende Leistung zu berücksichtigen. Es bleibt dann nur die Frage 
nach der Gestalt des Stromes bei jenem Über gange , aus welcher sich die 
fraglichen Widerstände ergeben, für unsere spätere Untersuchung offen. 

3 
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12. Formyeränderung und Kontinuität. Um ein starres Pa- 
rallelepipedum von den Kantenlängen a, b, c, also vom Volum abc in , 
ein Parallelepipedum von den Kantenlängen a' , b* , & »überzuführen, sind 
in den Sichtungen der Kanten c, b , a pro Einheit der Flächen ab, ac, 
bc, welche der Körper vor der Formveränderung darbietet, bzw. die 
Kräfte p, g, r, also im Ganzen die Kräfte P = pab, Q =^ qac, 
R := rbc erforderlich. Die Kräfte Pf q, r werden durch die Elasti- 
zitätstheorie bestimmt, hängen aber nicht allein von der Widerstands- 
fähigkeit ab, welche eine kleine kugelförmige Masse des gegebenen 
Stoffes ihrer Ausdehnung oder Zusammendrückung entgegensetzt, sondern 
auch von der Struktur des Körpers. Der einfachste Fall ist der, wo 
die Kohäsion gestattet, den Körper in jeder beliebigen Richtung zu ver- 
dichten oder zu verdünnen , ohne die Dichtigkeit in den normal auf dieser 
Eichtung stehenden Sichtungen zu ändern. In diesem Falle beeinflussen 
sich die drei Kräfte J) , g[ , r nicht : lässt man also den Körper abc erst 
in die Form abc' , dann in a b' c' und zuletzt in a' b' c* übergehen ; 
so erfordert die erste Überführung in a 6 c'' bei geringer Expansion oder 

Kompression die Kraft p = h — oder P =^ kab — , worin p 

c 

eine positive oder eine Zugkraft bezeichnet, wenn c' > c ist, und eine 
negative oder eine Druckkraft, wenn c' < c ist. Je ist der Elasti- 
zitätsmodel des Stoffes. (Für beliebig starke Expansionen und Kom- 
pressionen habe ich das Elastizitätsgesetz in den „ Naturgesetzen" 
2. Theil § 323 ff. entwickelt). Der Übergang von ab& zu ab' & erfordert 

b' —b 
die Kraft Q = k'ac' t — - ' da aber alle zu c parallelen Linien durch 

die erste Formveränderung verdichtet oder verdünnt sind; so verhalten 
sich die Koeffizienten k und k' offenbar umgekehrt wie c und c', d. h. 

man hat k' c' = kc, mithin Q = kac 7 oder q =: k j — . 

o 

Ebenso findet man für den Übergang von ab' c' zu a'b'c' die Kraft 

-j , , a' — a j a' — a 

R z= kbc , r = A^ 



a a ^ 

Die Arbeiten CT, F, W, welche die Kräfte P, Q, R bei dem 
Übergange von abc zu a'b'c' zu verrichten haben, sind, wenn man 
das Volum abc = K setzt, , 

U=kab ^^ (& --c) = kK (^^y 



r=,K(^) 



Diese Arbeiten erscheinen als positive Grössen, da sie in den direkten 
Sichtungen der Kräfte P, Q, R erfolgen; sie entwickeln sich aber nach dem 
Zeichen dieser Kräfte in positiver oder in negativer Sichtung. (Wenn 
ein elastischer Körper sich ausdehnt, erzeugt er Arbeit; wenn er kern- 
primirt wird, verbraucht er Arbeit). 
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Wir heben hervor, dass es sich bei diesen Elastizitätskräften und 
ihren Arbeiten nicht um diejenigen Kräfte handelt, welche eine Schwer- 
punktsbewegung des gegebenen Körpers hervorbringen , dass eine Kraft 
wie P also gegen die Vorder- und Hinterfläche des Körpers in entgegen- 
gesetzten Richtungen (entweder als Expansions- oder als Kompressions- 
kraft) wirkend gedacht werden muss. 

Die vorstehenden Formeln gelten nur für einen vollkommen starren 
Körper. Wenn der Körper keine Dichtigkeitsänderung in einer Richtung 
gestattet, ohne zugleich Spannungen und demzufolge Dichtigkeitsände- 
rungeA in den normal darauf stehenden Eichtungen hervorzurufen ; so 
treten die zur* Erzeugung des Volums a'6'c' erforderlichen Kräfte 
p, q, r in eine durch die Elastizitätstheorie zu bestimmende Abhängig- 
keit, welche mit einer Änderung des Koeffizienten k für jede dieser drei 
Kräfte gleichbedeutend ist. In diesem Falle müssen die Atome des 
Körpers, wenn man sich denselben erst einmal nach den vorstehenden 
Formeln in die Form a* V c* übergeführt, also in den drei Richtungen 

nach den Verhältnissen — , -^ — » — ■ — verdichtet oder verdünnt 

c a 

denkt, vermöge der in ihnen erzeugten Spannungen innere Bewegungen 
ausführen , in Folge deren die Dichtigkeiten in den verschiedenen 
Richtungen sich so weit ausgleichen, als die Kohäsion des Körpers zum 
Gleichgewichte aller Molekularkräfte es verlangt. Alsdann kommen aber 
nicht allein die nach den drei Richtungen sich äussernden Spannungen 
und deren Arbeiten als Zusätze zu den vorstehenden Kräften und Arbeiten, 
sondern auch die zwischen den Atomen sich äussernden Verschie- 
bungskräfte mit in Betracht. 

Bei einer unpressbaren Flüssigkeit verschwinden die zuerst be- 
sprochenen Elastizitätskräfte vollständig und es bleiben nur die letzteren 
Verschiebungskräfte. Nehmen wir an , ein flüssiges Parallelepipedüm 
abc gehe erst in die Form a* b &* über , wobei die Seite h konstant 
bleibt und die Fläche a* c" = ac ist, sodann gehe die Form a'bc" in 
die Form a* b' c' über , wobei die Seite a' konstant bleibt und die Fläche 
b'c/ = b c" ist. 

Bei dem ersten Vorgange muss sich eine der beiden Kanten a, c 
verlängern und die andere verkürzen. Angenommen , c verkürze sich 
und a verlängere sich. Ein auf der Fläche ab in der Richtung c an- 
gebrachter Druck P' pflanzt sich durch die ganze Tiefe c in jede zu a6 
parallele Schicht fort und nöthigt dieselbe zur Umlagerung der Atome. 
Wäre nun diese Kraft, welche bei Durchlaufung des unendlich kleinen 
Weges de die Arbeit P* d c verrichtet , bei jedem Werthe von c der 
Fläche ab und einem Kohäsions- oder Adhäsionswiderstande proportional, 
sodass man P' = kab hätte , worin k einen durch die Kohäsion der 
Flüssigkeit bedingten Koeffizienten pro Flächeneinheit darstellt; so würde 
das Differential der Arbeit von P' 

dU* =^kabdc = kK — 

c 

sein. Aus dieser Annahme folgt für die Veränderung von c. in &' die 

Arbeit 



36 Die hydraulischen Grundgesetze. 

V=hKUg-^ 
oder weil ac = a' &' ist, 



?7'= ÄXlog-^ 



a 
Wenn a' < a ist , wird U' negativ. 

Der Übergang vom Querschnitte a' h zu a' h' erfordert die Kraft 
P'' ^ha'b und die Arbeit 8 ü" = Äa^ftöc" = JcK-^, also für die 
Veränderung von c" in c' die Arbeit 



Der Übergang des Stromelementes von der Form ab c zu a' h' c* 
erfordert hiemach die in der Richtung c zu verrichtende Arbeit 

U^kK(log— + log ^\ = hK log ^ ^hKlog -^ 
\ a J ab c 

Die hierzu erforderliche Kraft ist 

hK , a'b' h K , c 
F = 7 log — r- = ; log —j- 

Wenn c — c' eine ungemein kleine Grösse ist, hat man 
P = ^-—^ log (^i + ^^7^) = —r = ha'b' , also p' = & = p. 

Dieses Resultat sagt, dass der Druck p' pro Flächeneinheit auf 
a' b' nach der Veränderung so gross ist wie der Druck p auf ai vor 
der Veränderung, dass also die Veränderung durch die Arbeit U durch 
unendlich kleine, sofort wieder erlöschende Steigerungen des Druckes 
hervorgebracht wird. Die durch diese Impulse hervorgebrachte Arbeit ist 



C* 


c 


In der Richtung b ist die Arbeit 


' 


V - hK log "* ^ 
^ ac 


^.JcKlog^ 


und in der Richtung a die Arbeit 




b' r' 

W-kKlog J 

oc 


- kKlog ^ 
a 


zu verrichten. 





Ändert der Querschnitt a b seine Form , aber nicht seine Grösse , ist also 

a' b' 

ab = a' b' und c = c'\ so wird Z7 = 0, F = kKlog — , W = kR log—i 

. u 

^ k K log —j- = — V. Ändert der Querschnitt a b seine Grösse, aber 

nicht seine Form , ist also = _ ; so ist U ■= 2k K log — 

ah ^ a 
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= TcKlog^, V=lcKlog ^ = -^U,W = lcKlog-^= V. 

Die algebraische Summe der drei Arbeiten 17, F, TF ist, da man 
ahc = a' V c' hat, stets gleich null! Die Pressungen p, q, r oder 
p', q' , r' pro Flächeneinheit sind in allen Fällen einander gleich und 
zwar = k, wie es dem Wesen einer Flüssigkeit entspricht. 

Hat der auf c normal stehende Querschnitt ah eine beliebige Figur 
o>, welche in w' übergeht, so ist 

ü = kKlog-^ 

^ CO 

und für eine unendlich kleine Veränderung von o) , also für «' = 
(0 + 3(0 

(O 

In einem ganzen Stromfaden liegen die Elemente ahc, a'h' c\ 
o" h" c" , . . . ün^nCnj dorcu Anzahl unendlich gross ist, vor ein- 
ander. Tritt im Zeitelemente jedes dieser Elemente in den Baum des 
nächstfolgenden; so. ist die zu dieser Gesammtveränderung erforderliche 
Arbeit 

TT 7 X- A o.'h' , , a"h'' , . anhn \ 

== kK 1%-;^ + log -^ + , , , + log ~=-'j 
= kKlog^^^ kKlog "" 



ab Cn 

also ebenso gross wie die Arbeit, welche zur Überführung des ersten 
Elementes at c in die Form des letzten a„ b„ Cn erforderlich sein würde. 
Ist der letzte Querschnitt a„ b„ des Fadens dem ersten a h gleich oder 
ist Cn = c\ so würde U = sein. (Die zur Beschleunigung und Gleitung 
der Masse des Fadens erforderlichen Kräfte sind, wie schon erwähnt, 
hierunter nicht begriffen). 

Da es sich bei allen diesen Formeln um. innere Adhäsionswiderstände 
handelt; so wird der Faktor k und demnach die Arbeit U stets einen 
sehr kleinen Werth haben und gegen die übrigen Wirkungen vernach- 
lässigt werden können, selbst wenn der analytische Ausdruck für die 
Grösse P oder U nicht der vorstehenden Annahme entsprechen sollte. 
Nähme man den Druck P' nicht der Fläche ah, sondern dem Volum K 
proportional, setzte also P' = kK; so wäre die zur ersten Verschiebung 
erforderliche differentielle Arbeit d ü' = kKdc und die für den Über- 
gang von c zu c" erforderliche Arbeit ü' = kK(c — c"). Der Über- 
gang vom Querschnitte a'h zu a' h* erforderte dann die Kraft P" ^ ka' b c" 
= kK und die differentielle Arbeit 8 U" = kKdc", also für den Über- 
gang von c" zu c' die Arbeit U" ^ kK{c" — c). Zum Übergange 
vom Querschnitte ah zu a' h* wäre also die Arbeit 

U= U' + ü" =■ fciC (c — cO 
mithin , da der Weg dieser Kraft gleich c — & ist , die Kraft P =^ kK 
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TcK 

oder pro Einheit der Fläche at der Druck ü = — — = ife c erforderlich. 
^ ^ ah 

Da -BT = CO) z= c' 0)* ist ; so köimte man die Arbeit U ^ Je Kc 

setzen. Dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem der ersteren Hypo- 
these entsprechenden durch den Faktor c, ist also, wenn es sich um 
Elemente von unendlich kleinen Dimensionen handelt , gegen jenen Aus- 
druck verschwindend klein. Bei dieser Hypothese würden die Pressungen 
pro Flächeneinheit nicht einander gleich , sondern es würde j? = ä c, 
g= Ich, r= Äa sein, ein Eesultat, welches dem Wesen der Flüssigkeit 
widerspricht, also diese Hypothese als unannehmbar erscheinen lässt. 

Die mit dem Gleiten verbundene Verschiebung der Schichten eines 
Elementes erfordert ebenfalls eine TTmlagerung der Atome , also einen 
Kraftaufwand wegen der Formveränderung: derselbe wird aber durch den 
Gleitungswiderstand 9 und tp mit gedeckt. 

Jede Masse einer unpressbaren Flüssigkeit behält ihr ursprüngliches 
Volum. Die Kontinuitätsgleichung einer solchen Flüssigkeit ist 
daher 

ahc = a' h* & =^ const, 

oder auch , wenn man die aufeinander folgenden Elemente eines Strom- 
fadens, welche im Zeitelemente ihre Plätze wechseln, für welche also 
ab='WyC=^vdt ist, ins Auge fasst, 

(ov =^ (o*v' = const. 
Eine Differentiation der ersten Gleichung giebt 

d(abc) = heda + acdh -\- ahdc = 
also auch, wenn man mit ahc dividirt, 

da . dh ^^ A 

~:r + IT + "T" ^ 

a c 

Nach der zweiten Gleichung ist 

d ((üv) = (odv -|-t;8a) = 

also auch, nach Division mit 00 v 

dv, 8a) 

— H = 

Hiemach ist auch 



V 

Wenn man. die Bewegungen anschauen will , welche die Atome des 
Körpers ahc zu machen haben , um in die Form a' b' c' von gleichem 
Volum überzugehen; so denke man sich den Endpunkt 0, von welchem 
die Kanten a, h, c des Parallepipedums ahc ausgehen, in Euhe, die 
Punkte der Linie c aber in Geschwindigkeiten parallel zu c dergestalt, 
dass der Endpunkt von c die Geschwindigkeit v hat und dass die Ge- 
schwindigkeiten der Zwischenpunkte bis zum Werthe v gleichmässig an- 

wachsen^ sodass — die Geschwindigkeit des in der Entfernung js von 
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liegenden Punktes ist. (Wenn c eine unendlich kleine Länge, also 
V eine Differentialgrösse ist, wenn es sich also um ein Stromelement 
ahc handelt; so ist keine andere, als diese gleichmässige Variation der 
Geschwindigkeit von his v denkbar). Ebenso variire die Geschwindig- 
keit in der Linie h von bis v' , sodass dieselbe für einen Zwischenpunkt 

yv' 

-zr- ist, und endlich in der Linie a von bis t?", sodass sie für einen 



XV'' 



Zwischenpunkt ist. v 

Alsdann nehmen die Punkte, welche ursprünglich die Linien c bil- 

2 
so verlängert sich die Linie h&ufb* = h -|"-ö- v* dt und die Linie a auf 



deten , nach Verlauf der Zeit 8 ^ die Linie c' = c H — ^ vdt ein. Eben 



2 



o' = a-|- -^t;"3^, man hat also 



a'Vc' = ahc •\- — {ahv ■\- acv' •{■ bcv")dt 

mithin 

abv +• acv* \- hcv" = 
oder nach Division mit ahc 

V , v' ^ v" 
+ -r- + — = 



c h a 

Ertheüt man jetzt allen Punkten eine gemeinschaftliche Geschwindig- 
keit von beliebiger Stärke und Richtung , welche parallel zu c , b, a die 
Komponenten w, «', u" hat; so bezeichnen v, v' ^ v'* die relativen 
Geschwindigkeiten der Endpunkte des Körpers ahc, während die abso- 
luten Geschwindigkeiten noch die gemeinschaftlichen drei rechtwinkligen 
Komponenten u , u' , u" erhalten. So hat der Punkt die drei Ge- 
schwindigkeitskomponenten M, u' , u" , der Endpunkt von c die Kom- 
ponenten a -\- V f u\ u" , der Endpunkt von h die Komponenten 
M, tt' + «?', m", der Endpunkt von a die Komponenten w, u' u" + v'\ 
Stellen also die Komponenten w, u\ u" der absoluten Geschwindigkeit des 
Anfangspunktes Funktionen der zu c , 6 , a parallelen Koordinaten JS, y, x 
dieses Punktes dar ; so variiren die absoluten Geschwindigkeiten der ver- 
schiedenen Punkte des Körpers ah c mit den Koordinaten dieser Punkte. 

Wenn man sich unter ahc das Element eines Stromfadens denkt 
und demzufolge a =^ d x, b = öy, c = d0 setzt; so sind v , v' , v" die 
partiellen Differentiale der eben genannten Komponenten der absoluten 
Geschwindigkeit des Punktes 0, man hat also 

du du' du" _ . 

da dy dx ^ 

Man findet leicht, dass diese Differentialgleichung auch dann noch 
gilt, wenn die Koordinatenaxen der x, y, z nicht mit den Kanten 
fl , ft , c des Elementes ah c parallel laufen. Diese schon lange bekannte 
Formel sagt nichts Anderes, als die Gleichung oav = const Sie stützt 
sich übrigens auf die, streng genommen, nur für starre Körper gültige 
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Voraussetzung , dass der Körper in verschiedenen Richtungen verschiedene 
Dichtigkeiten annehmen könne. Für unpressbare Flüssigkeiten ist diese 
Annahme unzulässig; man muss hier ausser der Kontinuität noch 
gleiche Anordnung der Atome in allen Eichtungen verlangen. 
LetzteriB erfordert gewisse innere Bewegungen der Atome , welche , wie 
klein sie auch sind, doch nicht übersehen werden dürfen. 

Selbstredend hat man auch für die relativen- Geschwindigkeiten 

Vf v\ V die Gleichung ^— 4- ^r— + -^ — = 0. Da tv— ^ ^ die re- 

° d 2f cy ' dx dz 

lative Geschwindigkeit des Endpunktes der Linie q darstellt; so ist 7>— 
die Geschwindigkeit des in der Entfernung der Längeneinheit von in 

der Linie c liegenden Punktes und -x — die Geschwindigkeit des in der 

c z 

Entfernung w von liegenden Punktes. Die letztere Gleichung lehrt 
also , wenn sie mit n multiplizirt wird, dass die algebraische Summe der 
drei relativen Geschwindigkeiten, welche in gleichen Entfernungen von O 
herrschen, gleich null ist. 

Die Kontinuitätsgleichung stellt eine rein geometrische , keine 
mechanische Beziehung dar. Zu einer mechanischen Beziehung gestaltet 
sie sich erst unter Berücksichtigung der vorhin erörterten Kräfte, welche 
den Übergang von der Form ahc zur Form a'h'c' ermöglichen. Für 
Flüssigkeiten sind Diess nur innere Adhäsionswiderstände. 

Für Gase würden die vorstehenden Gl eitungs widerstände ebenfalls 
verschwinden, aber es würden Elastizitätskräfte auftreten, welche dem 
Mariotteschen und Gay-Lussacschen Gesetze folgen, sodass man dafür 

i? = g=ni?' = g' = r',-J = -^ = -- = ^, erhalt. 

13. Die totale und partielle lebendige Kraft. Die in voriger 
Nummer betrachtete Dimensionsänderung der Stromelemente ist ohne Ein- 
fluss auf die Richtung des Fadens; sie erscheint daher auch nicht als 
eine Verschiebung der Schichten eines Elementes oder als ein Fliessen 
der Theilchen eines Elementes: ein solches Fliessen müsste ja auch für 
jedes Element, dessen Querschnitt sich in irgend einer Koordinatenlinie 
erweitert oder verengt, in dieser Linie nach zwei entgegengesetzten 
Richtungen erfolgen, könnte also in dieser Linie gar kein Fliessen nach 
einer bestimmten Seite hin sein. Eine wirkliche einseitige Seitenbewegung 
der Elemente ist natürlich wie ein wirkliches seitliches Fliessen zu be- 
trachten: ein Stromelement kann möglicherweise nach drei Seiten fliessen. 
Diese Auffassung läuft darauf hinaus, die wirkliche Geschwindigkeit 
eines Elementes in ihren drei rechtwinkligen Komponenten zu betrachten 
und demgemäss auch die lebendige Kraft eines Elementes in ihre Haupt- 
Komponenten, welche wir hier als die partiellen lebendigen Kräfte des 
Elementes aufführen, zu zerlegen. 

Ein starrer Körper von der Masse m , welcher in den recht- 
winkligen Richtungen der Koordinaten z , x, y die Geschwindigkeiten 
Vy ü, , v^ hat, besitzt die lebendige Kraft m {v^ + ^i^ + ^a*)> welch©) 
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wenn keine äusseren Kräfte einwirken , konstant bleibt. Erleiden diese 
Geschwindigkeiten im Zeitelemente dt die Änderungen övj ?v, , dv.^; 
so erlangt der Körper den durch 2 m (vöv -i- v^ ^v^ -\- v.^dv.J ausge- 
drückten Gewinn oder Verlust an lebendiger Kraft, welcher, wenn keine 
äusseren Kräfte einwirken, gleich null ist. Bei der Einwirkung bewegen- 
der Kräfte, vermehrt oder vermindert sich die totale lebendige Kraft um 
das Doppelte der Arbeit jener Kräfte und man erhält immer eine bestimmte 
Beziehung zwischen den drei rechtwinkligen Komponenten der totalen 
lebendigen Kraft des Körpers, welche von der Form desselben ganz un- 
abhängig ist. 

Für einen flüssigen Körper gelten diese Formeln , so lange er 
seine Form beibehält ; eine Änderung der Form bedingt jedoch wegen 
der Veränderung der Geschwindigkeiten der einzelnen Elemente eine 
Änderung der Komponenten seiner totalen lebendigen ICraft, und wenn 
hierbei gewisse Gruppen von Elementen einseitige Verschiebungen erleiden 
oder Strömung in gewissen Richtungen erzeugen, können die hierbei zu 
überwindenden Gleitungswiderstände den Werth der totalen und partiellen 
lebendigen Kräfte merkbar beeinflussen. Wir denken uns das Strom- 
element als ein Längenelement eines Stromfadens, welches die Längenaxe 
c z und den normal darauf stehenden Querschnitt 'd o) , also das Volum 
r &) c und die Masse fj d oi dz hat (worin // die in der Volumeinheit 
enthaltene Masse bezeichnet). Die Geschwindigkeit in der Längenaxe sei 
X , also , wenn in einer beharrlichen Bewegung in der Zeit 'd t das ganze 
Element aus seinem Baume heraustritt, c z ^ vdi. 

Wenn sich der Querschnitt o) des ganzen Stromes allmählich er- 
weitert oder verengt ; so haben die darin liegenden Elemente gewisse 
Geschwindigkeiten, welche sämmtlich normal auf den Längenaxen z der 
zugehörigen Stromfäden stehen, aber nach Richtung und Grösse sehr ver- 
schieden sein können. Dieselben sind ledigliöh an die Bedingung gebun- 
den , dass die Fläche ö) , welche im Allgemeinen , nämlich wenn die Axen 
der elementaren Fäden nicht parallel sind, gewölbt ist, einen stetigen 
Zusammenhang behalte. Bei nicht parallelen Fäden haben die Geschwin- 
digkeiten der einzelnen Fäden Seitenkomponenten. Nimmt man dann für 
den ganzen Strom eine Hauptaxe der 2 an und bildet normal auf dieser 
Axe stehende ebene Querschnitte o) ; so kann man alle Geschwindigkeiten 
t^ der Fäden in eine zu z parallele und in eine darauf rechtwinklig stehende, 
im Querschnitte 0) selbst liegende Komponente zerlegen, auch die letztere 
Komponente in zwei zu den Axen der x und y parallele rechtwinklige 
ünterkomponenten spalten. 

In Fig. 11 sei a'ba'V der Umfang des Querschnittes 0) , a' a liege 
in der Axe der x, Vb in der Axe der y , ex ^ x und cy = y seien 
die Koordinaten eines bei d liegenden Elementes ^ oj des Querschnittes w, 
ferner seien u^ und w, die rechtwinkligen Komponenten der Geschwindig- 
keit des Elementes d 01 parallel zu a? und y. Die flüssige Masse wird 
sich in Streifen wie e df und ef ausbreiten oder zusammenziehen , indem 
in einem beliebigen Punkte d die Geschwindigkeit u mit den beiden 
Komponenten m, , u.^ herrschen , welche Funktionen von x und y zugleich 
sind. Für viele (jedoch nicht für alle) Fälle ist M, proportional x und u., 
proportional y: setzt man also in diesen Fällen die im Abstände der 
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Längeneinheit von h'h oder für die Ordinate o? = 1 herrschende 
Geschwindigkeit gleich v^ und die für die Ordinate 1/ = 1 herrschende 
Geschwindigkeit gleich v.^ , so ist w, = a?t?, und u.^ =^ y^2t worin für 
Ausdehnungen v^ oder v^ positiv und für Zusammenziehungen t?, oder v^ 
negativ ist. Das Element vom Volum d od d und von der Masse 
m = fid ü)d hat dann in der Eichtung der cc die lebendige Kraft 
fix^v^^ d(t)d0, in der Eichtung der ^ die lebendige Eraffc fji y^ v^'^doodz 
und in der Richtung der z die lebendige Kraft fiv^d (odz, worin 8 -er = t? 8 ^ 
ist. Diese partiellen lebendigen Kräfte lassen sich, wenn v, v^ und v^ 
als Funktionen der Koordinaten x, y, z gegeben sind, bestimmen ; sdlgemein 
hat man also, wenn Y die Geschwindigkeit eines Fadens und daher 
F* = t?'^ + w* = i;* + w,* -j- u^ ist, für die im Zeitelemente zur Erschei- 
nung kommende lebendige Kraft des Stromes 

2'm F* = ^mv^ + ^mv?^ 

und JS'mw* = 2^ww,^ + ^m«*j*'^ worin m = /t* 8« Öj? = fjtvdcodt ist. 

Gleichwie sich die Komponenten v und M aus der Resultanten F 
bestimmen , ebenso bestimmt sich F aus t; und u , also die Richtung und 
Geschwindigkeit jedes Fadens aus den Geschwindigkeitskomponenten v und 
u, und es ist klar, dass wenn man die Bewegung des Stromes nach 
den Geschwindigkeiten F der Fäden beurtheilt, sich daraus sofort die 
totale lebendige Kraft I^mV^ ergiebt , sodass alsdann die partiellen 
lebendigen Kräfte, welche hei den Querschnittsveränderungen auftreten, 
nicht weiter in Betracht kommen. 

Ehe wir weitergehen, bemerken wir noch hinsichtlich des Volums 
der Ein-, Aus- odfer Durchflussmenge, welche wegen der Kon- 
tinuität der Flüssigkeit einen konstanten Werth hat, dass dieselbe offen- 
bar für das Zeitelement gleich fj, dt^vdw ist. Will man die Durch- 
flussmenge mittelst der Geschwindigkeiten F bestimmen; so ist zu er- 
wägen, dass der normale Querschnitt des betreffenden Fadens nichtöo), 
sondern dco cos u ist, worin « die Neigung des Fadens gegen die Axe 
der z ist. Die Durchflussmenge des Fadens ist also F cos a d 00 und da 

F = ist , so ist F cos a d w = vd (o , d. h. beide Durchfluss- 

cos « 

mengen sind einander gleich. 

Wir heben auch noch hervor, dass sich die Durchflussmenge durch die 
Geschwindigkeiten der Elemente des Anfangs- oder des Endquer- 
schnittes einer Stromstrecke, die lebendige Kraft dagegen aus den 
Geschwindigkeiten aller inneren Elemente der Durchflussmenge be- 
stimmt. 

Bei der nachstehenden speziellen Berechnung der partiellen lebendigen 
Kräfte beschränken wir uns auf den einfachen Fall , wo der Strom eine 
gerade Hauptaxe der hat , auf welcher die rechtwinkligen ebenen Quer- 
schnitte 0) von variabeler Form genommen sind, wo femer die krumm- 
oder geradlinigen Stromfäden in jedem Querschnitte m Tangenten haben, 
die auf einen Punkt konvergiren, dessen Entfernung l von o) variabel ist, 
und wo endlich die zu z paraDelen Komponenten der Stromgeschwindig- 
keiten F aller Fäden den konstanten Werth v haben, sodass, wenn 
der Abstand eines Elementes dvo des Querschnittes o) von der Axe der 
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z gleich r ist, für die in diesem Querschnitte liegende Komponente U der 
Geschwindigkeit V die Beziehung — = -=- gilt, man also u =-7- v 

und "F = ^ '^ i" ^ liat. Hiemach ist die direkte lehendige Kraft 

wegen m = fid ladz =■ fivd lodt und wenn man vw =- c setzt, 

(id tv^ f f d(ü = fidtv^io ~ f^dtcv^ 

und die seitliche lebendige Kraft 



W 



Dieses Integral behält , wie es auch dem Wesen einer lebendigen 
Kraft entspricht, stets einen positiven Werth, gleichviel, ob die Seiten- 
geschwindigkeit u (welche mit ihrem Quadrate eintritt) positiv oder negativ 
ist, d. h. gleichviel, ob der Strom sich erweitert, oder ob er sich verengt. 

Ist der Querschnitt ai ein Rechteck von der zu x parallelen Seite 
a und der zu y parallelen Seite b; so ergiebt sich für die letztere Kraft 
der Werth 

In einem Strome, auf welchen von aussen keine Kräfte wirken 
und welcher auch der Schwere nicht unterworfen ist, in welchem also 
die Arbeiten der Gleitungswiderstände zwischen den Fäden sich gegen- 
seitig aufheben , sodass ihre Gesammtwirkung auf den Strom null ist, 
muss die Summe der direkten und der seitlichen lebendigen Kraft für 
alle Querschnitte, also für alle Werthe von a, J), l einen konstanten 

c c ' 

Werth haben, man hat daher, da t? = — = — 7 ist, 

fr) ab 

V 12?* ^ V aH'' \ 12 Z*^ i- 1^ ^ 

Sollen die Querschnitte w geometrisch ähnliche Figuren bilden; so 
muss h = na sein. Für quadratische Querschnitte, also w = 1 ergiebt 
sich 

Ist der Querschnitt 00 ein Kreis vom Radius 2?, also 00 = n JB*, so 
wird die seitliche lebendige Kraft 

Aus der Konstanz der Summe der direkten und der seitlichen leben- 
digen Kraft folgt 
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also 



- VK^ -0 == VK^^ - 



Wenn die Geschwindigkeit v konstant ist , muss auch der Querschnitt 

0, = A femer im ersten Falle ^ und in, zweiten PaUe ^ einen kon- 

stauten Werth haben , es muss daher ? = w und die seitliche lebendige 
Kraft gleich null sein , während sich für eine variabele Geschwindigkeit 
V die Entfernung l als eine Funktion von a oder R ergiebt. 

In einem sich allmählich erweiternden oder verengenden Strome ist 
die seitliche lebendige Kraft nur ein kleiner Theil der direkten, welcher 

sich zu letzterer in den vorstehenden beiden Fällen bzw. wie , ,» oder 

R' 

wie -^Y2 2U 1 verhält ; man wird denselben daher bei den meisten Auf- 

gaben der praktischen Hydraulik übersehen können (wird die totale 
lebendige Kraft nach den Werthen von V in Rechnung gestellt; so ist 
überhaupt von keinem übersehen die Rede). Besonders ausgezeichnet 
für die seitliche lebendige Kraft sind diejenigen Fälle, wo die zur Haupt- 
axe der js parallele direkte Geschwindigkeit v verschwindet und nur Ge- 
schwindigkeiten in dem Querschnitte o) selbst vorkommen. 

Wird z. B. ein in parallelen Fäden mit der Geschwindigkeit v aus 
einem kreisförmigen Querschnitte vom Radius R austretender Strom, 
welcher die Ausflussmenge ttR'^v und die lebendige Kraft /uttR^v^ dar- 
bietet, durch eine in der Entfernung c vorgehaltene ebene Fläche am 
Fortschreiten gehindert und zur Ausbreitung vor dieser Fläche genöthigt, 
und nimmt der Strom bei seiner Ausbreitung längs dieser Ebene in der 
Entfernung R vom Mittelpunkte in allen Fäden die zur Ebene parallele 
Geschwindigkeit u an ; so ist seine Einflussöffnung beim Eintritte in diese 
Bewegung gleich ^ jt R,c j die Einflussmenge '^ji: Reu =- n K^ v , also 

Rv 

c = -X — , und die lebendige Kraft der eintretenden Masse ist 

// 2^ Rcu^ — (j n R'^v ^. Hiernach muss u = v und c =-ö~ ^ sein. Nimmt 

der Strom die zur Ebene parallele Geschwindigkeit u nicht schon 

in der Entfernung R , sondern in der Entfernung R^ an ; so ist 2 tt iJ, c m 

R'V 
= n R'^ V , also c = -^ — ^-, // 2 ^ -R, c u'^ = ^ ;r R'^ v^. Hiernach ist eben- 

falls u = V, aber c muss = -^tü" ®^^^' 

Ist u., die Geschwindigkeit längs der Ebene in der Entfernung r und 

6*2 die Stärke des Stromes daselbst; so hat man wegen der Konstanz der 

Ausflussmenge und der lebendigen Kraft 2 7rrc.^U2 = 2^^ Ri cti und 

R c 
fj 2?rrc2W./ = fii 2 7rUj cu^, folglich u^ = ü und C^ = — ■ — , d. h. die 
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radiale Geschwindigkeit bleibt ungeändert, die Dicke der Schicht nimmt 
aber im umgekehrten Verhältnisse von r ab. (Eine Änderung der Ge- 
schwindigkeit Wg , welche zugleich die Dicke c^ beeinflusst , ist immer 
die Wirkung von Kräften, welche wir hier ausgeschlossen haben). 

Wegen der Variation der Dicke c müsste man, streng genommen, 
ausser der zur Ebene parallelen Geschwindigkeit u auch eine auf dieser 
Ebene rechtwinklig stehende, zur Axe der is parallele Geschwindigkeits- 
komponente und die derselben entsprechende lebendige Kraft berück- 
sichtigen , also die Summe der letzteren und der vorstehenden als die 
konstante Grösse betrachten. Wegen dieser Komponente vermindert sich 
beim Übergange aus der Röhre auf die ebene Fläche die Geschwindigkeit 
V erst rasch und dann dauernd langsam, während die Geschwindigkeit u 
erst rasch und dann dauernd langsam wächst. 

Wir haben im Vorstehenden die lebendige Kraft der an irgend einer 
Stelle des Stromes im Zeitelemente stattfindenden Durchflussmenge, also 
die eines elementaren Bestandtheiles des Stromes ins Auge gefasst. Für 
den Gesammtstrom sind diese lebendigen Kräfte selbstredend zu summiren. 

Alle vorstehenden Sätze gelten , wie schon erwähnt , nur unter der 
Voraussetzung, dass auf die Aussen fläche des Stromes (seine Seiten-, 
Vorder- und Hinterflächen) keine Gleitungwiderstände und Pressungen und 
auf die inneren Elemente keine Schwerkräfte wirken. In der Wirklich- 
keit , wo solche Kräfte niemals fehlen , ist deren Arbeit Ä zu berück- 
sichtigen. Ist dann L die lebendige Kraft des Stromes (oder auch eines 
Theiles desselben) in irgend einem Augenblicke und L^ die lebendige 
Kraft, welche derselbe in der Zeit t gewinnt; so hat man die Beziehung 
L, — 2^, worin L{ und -4. positive Grössen sind; verliert der Strom 
in dieser Zeit lebendige Kraft; so sind L, und A negative Grössen. Ist 
also L' die lebendige Kraft des Stromes am Ende der Zeit t\ so hat 
L + L, — 2-4 = L' — 2 A = i einen konstanten Werth L. 

Ist der Gewinn L^ an lebendiger- Kraft nicht' die Frucht der Arbeit 
Ä allein, sondern sind dem Strome in der Zeit t Massen mit der leben- 
digen Kraft L.^ hinzugefügt, sodass also L, — L^ der Gewinn durch 
die Arbeit A ist ; so hat man selbstredend L^ — L.^ =2-4. Bei der 
Bewegung eines Stromes durch eine Röhre von bestimmter Länge, welche 
in der vorderen Öffnung stetigen Zufluss erlangt, liegt dieser Fall vor. 

Ist der Verlust an lebendiger Kraft nicht ausschliesslich durch die 
negative Arbeit A widerstehender Kräfte , sondern durch Verminderung 
der Masse des Stromes oder durch Entziehung der lebendigen Kraft L2 
entstanden; so ist L, — L., =2-4, worin 7^, , ig»-^ negative Grössen 
sind. Der Ausfluss eines Stromes aus einer Röhre darf mit diesem Falle 
nicht verwechselt werden, wenn die lebendige Kraft der Ausflussmenge 
als der Gewinn des Stromes an lebendiger Kraft betrachtet wird. 

In den folgenden Nummern werden wir nun die Wirkungen der in 
der Wirklichkeit vorkommenden Kräfte in Betracht ziehen. 

14. Die auf ein" Stromelement wirkenden Kräfte. Zur Be- 
stimmung der auf ein Stromelement wirkenden Kräfte zerlegen wir den 
Strom in Stromfäden und jeden Faden in Stromelemente. Wenn js 
die Länge eines Stromfadens von einem gegebenen Anfangspunkte aus 
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bedeutet, so sei dz die in der Axe des Fadens gemessene Länge des 
Elementes, welche, wenn v die Geschwindigkeit des Letzteren bedeutet, 
auch = vdt ist, insofern man den Stromfaden in solche Elemente 
zerlegt, von welchen ein jedes nach der Zeit d^ in die Stelle des nächst- 
folgenden eintritt, wie es wegen der Kontinuität der Flüssigkeit 
geschehen muss. Die vertikale Ordinate des Anfangspunktes des Elementes, 
von einer gegebenen horizontalen Ebene aus gemessen, sei ^, sodass £ für 
Tiefen positiv ist. Die horizontale Abszisse dieses Punktes sei ^ und 
seine horizontale Ordinate jj. Der Querschnitt des Elementes bildet ein 
auf der Axe d z normal stehendes Bechteck von den Seiten d x und S y. 
Die erste Seite da; ist ein Element des Krümmungshalbmessers q des 
Stromfadens und zugleich das Differential der Länge x der auf den 
Stromfaden normalstehenden Kurve, welche die Elemente der Krümmungs- 
halbmesser in sich aufnimmt; die zweite Seite oy st«ht normal auf der 
Krümmungsebene des Fadens und bildet das Differential der Länge y einer 
Kurve, welche diese Differentiale der seitlich benachbarten Stromfäden in 
sich aufnimmt. Die krummlinigen Koordinatenaxen der a?und y sind hierdurch 
für jeden Werth von z eines gegebenen, im Allgemeinen krummlinigen 
Fadens fest bestimmt: die drei Differentiale dx,dy,dz stehen immer recht- 
winklig aufeinander. Die Vertikale t, bilde mit den Linien d x, dy, d ^ 
bezw. die Winkel y, ß, «, sodass d^ ^= dz cos «ist. 

Das Volum des Stromelementes ist dxdydz = vdxdydt, seine 
Masse, wenn /u, die Masse für die Volumeinheit ist, m = fi dxdydz, sein 
Gewicht w = g/j, dxdydz, seine lebendige Kraft mv'^ = /jv^ dxdydz 
= fiv^ dxdydt. Wenn man einen Stromfaden in Elemente von gleicher 
Masse zerlegt, sind m und. u; für diesen Faden konstante Grössen, für 
einen anderen Faden können m und w andere Werthe haben; man kann 
jedoch die Dimensionen aller Fäden so wählen, dass m und w für alle 
Fäden gleiche konstante Werthe behalten. 

Der hydraulische Druck gegen die Vorderfläche dxdy des Elementes 
sei für die Flächeneinheit = p, also im Ganzen =^ pdxdy, der gegen 
die Hinterfläche für die Flächeneinheit = p -j- dp. Der Druck gegen 
die vordere Seitenfläche d y dz sei für die Flächeneinheit = q, der gegen 
die vordere Seitenfläche dxdz sei für die Flächeneinheit = r. 

Das Gewicht w des Elementes zerlegt sich in die drei rechtwinkligen 
Komponenten w cos y, w cos ß, w cos «, wovon die erste q parallel zu d x, 
also normal auf dydz, die zweite r parallel zu d y, also normal auf dxdz, 
die dritte p parallel zu dz, also normal auf dxdy ist, sodass sich 
dieselben bezw. zu den Pressungen qdydz, rdxdz, pdxdy gesellen, 
um den Druck auf die gegenüberliegende Seite zu verstärken (bezw. zu 
schwächen). Die Pressungen q, r, p pro Flächeneinheit werden hierdurch 
um die Beträge g fidx cos y, g/ui'dy cos ß, g fidz cos a = fff^i'd^ verändert. 

Die Bewegung der Masse m in einer Kurve vom Krümmungs- 
halbmesser Q bewirkt einen Zentrifugaldruck parallel zu d x oder normal 

ZU dydz oder in der Eichtung der Kraft q. Derselbe ist gleich , 

also pro Flächeneinheit — ^^-^ — = dx. Dieser Druck ist pro- 

^ Qdydz Q *^ 
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poiüonal der in der Richtung des Ejümmungshalbmessers q liegenden 
Dicke dx des Stromelementes, mithin für die Einheit der Linie x an der 

fraglichen Stelle gleich . 

Q 
Der zur Formveränderung des Elementes erforderliche Druck auf den 

Querschnitt o) ist nach der Annahme in Nr. 12 gleich hia und pro 

Flächeneinheit gleich h. Die im Zeitelemeute zu überwindende Arbeit ist 

i K = Tcdxdyds = — kdxdydz — = Ä^— 8^ 

Wegen der Kleinheit des Faktor^ h wird man diese Kräfte und 
Wirkungen in praktischen Fällen vernachlässigen dürfen. 

Der zur Verschiebung der Schichten beim Fliessen erforderliche 
Gleitungswiderstand an den Seitenflächen dyd z und d xd z ist nach Nr. 8 

Goxdydz — — O, 

15. Die zur Bewegung eines Stromfadens dienenden Be- 
stimmungsstücke. Bei der gleichzeitigen Bewegung aller Stromelemente 
eines Stromfadens einer unpressbaren Flüssigkeit annuUiren sich die Arbeiten 
der IQ der Bichtung der Axe d z des Fadens liegenden inneren Pressungen p 
und es bleibt bei der Summirung der Arbeiten aller p nur die Differenz 
der Arbeit des gegen den obersten Querschnitt 0' mit der Einfluss- 
Geschwindigkeit v' wirkenden Druckes p' pro Flächeneinheit und der Arbeit 
des gegen den untersten Querschnitt 0" mit der Ausflussgeschwindigkeit v" 
wirkenden Druckes p'* pro Flächeneinheit, also die Grösse 0'p*v'dt 
_ 0"p"v"dt zurück. 

Die normal gegen die Seitenflächen der Elemente gerichteten Pressungen 
q und r verrichten bei der Bewegung im Stromfaden keine Arbeit. 

Von dem Gewichte w des Elementes verrichtet die in der Bichtung 
der Axe d z liegende, gegen die Fläche dxdj wirkende Komponente w cos a 
im Zeitelemente die Arbeit w v cos u dt = gm ö^, sodass die Gesammt- 
arbeit der Schwere in dem Faden gm (^" — £') ist, worin J' und C 
die vertikalen Ordinaten der Ein- und Ausflussö&ung bezeichnen. Die 
Komponente tu cos y wirkt parallel zu dx auf die Fläche dy d z, die 
Komponente w cos ß parallel zu dy normal auf die Fläche dxdz. 

Die Zentrifugalkraft eines in gekrümmter Bahn bewegten Elementes ver- 
richtet, da sie auf der Axe des Fadens normal steht, keine Arbeit, sie vermehrt 
aber den Druck gegen die (von innen gesehen) konkave Fläche des Fadens um 

den Betrag von d x pro Flächeneinheit der Fläche dy dZj sodass, wenn 

dieser Druck an der konvexen Seite gleich q ist, er an der konkaven 

Seite gleich q 4- — — dx sein wird. 

Q 
Der zu den Formveränderungen des Elementes erforderliche, in 

der Bichtung der Axe z anzubringende Druck ko) und seine Arbeit 

m d V 
— — h -TT- ^i haben so kleine Werthe, dass sie in der Begel 

fi dz ° 

übersehen werden können. 
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Die zur Überwindung der Gleitungswiderstände zu verrichtende 
Arbeit ist das Produkt aus - G und vdt, also gleich — Gvdt. 

Für die an den Gefässwänden liegenden Grenzflächen sind die Werthe 
von (f> und «/' nach Ausdrücken von der allgemeinen Form a -f- bq ^- cv 
-\- d v^, bezw. a-\-br-\-cv-^dv^ besonders zu bestimmen. 

Das mit variaheler Geschwindigkeit v fortschreitende Stromelement 
von der Masse m wird in der Richtung der z von der wirksamen Kraft 

m ^7 getrieben, worin ^— den Quotienten der in. der Zeit dt erfolgenden 
■ ö t et 

vollständigen Veränderung von v zu dt bezeichnet. Da aber v eine 

Funktion der Zeit t und der Ordinate ii ist, und 'Z als eine Funktion 

von t erscheint (indem die Geschwindigkeit eines Massenpunktes 

sich sowohl mit der Zeit, als auch mit seinem Orte ändern kann) ; 

so hat man dv == i^, dt 4- ^5— 7. r dt, worin die Quotienten die 

dt d z dt 

Differential quotienten bezeichnen. Wenn wir die Betrachtung auf die 
Bewegung von Flüssigkeiten im Beharrungszustande beschränken, 

ist t) eine Funktion nur von z. also -^- = und daher dv = 75 — ^7 d t 

et cz et 

d V ^ ■ . . 

= V ^ dt oder der Quotient in dem Ausdrucke für die wirksame Kraft 

dz ^ ■ . .■ 

d V dv , , . d V c V 

ist , -. = t? , -, mithin diese Kraft selbst m«^ ,<— = adxdydz v -tt- 

dt dz dz ^ dz 

d V d V 

und ihre Arbeit im Zeitelemente m v* -r- dt = w» t? -.— d z, 

cz cz 

Dieses Element m gewinnt im Zeitelemente in der Bichtung der z 

d V 

die lebendige Kraft m {t> + ^ t?)^ — mv"- = 2 mvdv = 2 mv'^ ^- c t 

d V 
= 2 mv -^ dz, welche dem Doppelten der vorher genannten Arbeit 

c z . 

gleich ist. 

Die Summe dieser Ausdrücke für den ganzen Faden stellt den 
Überschuss an lebendiger Kraft dar, welche die Flüssigkeit beim Aus- 
flusse über die beim Einflüsse hati Ist daher v, die Einfluss- und v.^ die 
Ausflussgeschwindigkeit, ferner 0), die Einfluss- und Wg die Ausflussmündung 
des Fadens, und bezieht sich v) und it) auf irgend einen Querschnitt des- 
selben, sodass w, y, =^ ^hV^ = o)V ist; so ist die fragliche Summe 



2 m 



vcv = mv./ — mv.^ = mr>^ l — , — - .. ) 



t', 



Die in Nr. 12 erörterte, zur Formveränderung des Elementes die- 
nende Kraft und ihre Arbeit lassen wir wegen ihrer relativen Gering- 
fügigkeit und die in Nr. 13 betrachtete , zur Beschleunigung und Ver- 
zögerung in seitlicher Richtung erforderliche Kraft, sowie die dabei ge- 
wonnene und verlorene lebendige Kraft lassen wir theils wegen ihrer 



-r 

^ 
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Geringfilgigkeit , theils wegen der von Strecke zu Strecke sich ergebenden 
Aimullirung ausser Acht, d. h. wir beschränken unsere Betrachtung auf 
Systeme, in welchen jene Erweiterung oder Verengung nur unbedeutende 
Kräfte verlangt. 

Nach dem d'Alembertschen Prinzipe muss der entgegengesetzte 

Werth der wirksamen Kraft m .^ - = mv 7. , welche der Beschleu- 

ct Ä 

nigung des Flüssigkeitselementes in der Bichtung der Axe des Stromfadens 
entspricht, mit den auf das Element m angebrachten Kräften das Gleich- 
gewicht herstellen. Zerlegt man alle auf ein Element wirkenden Kräffce 
unter Berücksichtigimg, dass von den Gleitungswiderständen (p und 1/^ 
nur deren Differenzen für je zwei einander gegenüber liegende Flächen, im 

Ganzen also der Betrag — G zur Wirkung kömmt, nach den drei recht- 

winkligen Richtungen Srr, dy, dz\ so ergeben sich folgende drei Gleichun- 
gen, welche wir als die Summengleichungen des Gleichgewichtes 
aufführen. 

cxcyöp = — mv,. + w cos u 4- G 

^ ^ dz ' ^ fi 

dyöjsdq = w cos y + -—-dx 



oder 



dxdzdr = w cos ß 

^^P = \(y cos u — V ^Jj/" + G]^dz 



,2 



d q = (g cos y -\- - \ fid X 
dr = g cos ßfjdy 

16. Der hydraulische Druck. Die in der vorigen Nummer auf- 
gestellten Differentialgleichungen für dp, d q, dr ergeben die Werthe der 
Kräfte py q, r, welche auf die Seiten eines parallelopipedischen Elementes 
wirken , und hieraus bestimmt sich der hydraulische Druck , welcher im 
Mittelpunkte des Elementes auf eine Fläche von gegebener Richtung wirkt, 
durch folgende Betrachtung. 

Denken wir uns eine körperliche Ecke A B CD mit der Spitze D, 
deren Seitenflächen ADB, BDC, CDA rechtwinklig aufeinander 
stehen imd den Ebenen xy, yg, zx parallel sind. Angenommen, 
die Kanten dieser Ecke seien DA = x' , D B = y' , D C = z' und 
die Normale auf der Fläche ABC bilde mit den Normalen auf den 
Seitenflächen ADB, BDC, CDA die Winkel a', ß\ f, sodass sich 

die Seitenflächen, welche die Grösse Yf ^' V\ ö" ^' ^'"2 ^' ^' haben, auf 

die Grundfläche, welche die Seiten V"ic^M^1l^ Vy'^'' + z'^^ , V^^M-"^ 

hat, in den Grössen -x- oj' t/' cas a' , ^ y* z* cosß' , - z' x' cosy Y^^^\m^x\, 

^ 2 ^ 

Sehe ff 1 er« Hydraulik. 4 
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indem ^ 



g- (x*y* cos tt' + y*£i' cos ß* + z' x' cos /) die Grösse der 
Grundfläche darstellt, 

Auf die Seitenfläche der Ecke wirken normal die Kräfte -^ a?' y* p^ 

-n y* ^* Qj ~ö~ ^' ^' ^' *^®^® derselben zerlegt sich in eine Kraft normal 

und parallel zur Grundfläche: die normalen Kräfte sind -^- x' y* p cos a\ 

-^y*si*q_ cos ß*,-^ js' x' rcos y\ die zur Grundfläche parallelen Kräfte 

sind -^x'y'p sin u^-^y'^^i sin ß',-^£i'x'r cos y* und die letzte- 
ren stehen auf den Seitenlinien der Grundfläche normal. Ausserdem wirkt 
in der Fläche -^y* z* der Gleitungswiderstand-^-l^'^'y und in der Fläche 

a;' ;er' der Gleitungswiderstand -„- iP' ^' V > beide parallel zur Linie z\ 



Ist also der Neigungswinkel dieser Linie gegen die Grundfläche ABC 
gleich S'; so erzeugen die Gleitungswiderstände einen normalen Druck 

~^ {y' z' (p + X* z* tp) sin S' auf die Grundfläche und einen zu ihr par- 

allelen Druck -x-f y' z* q> + x* z*\if\ cos d* , dessen Richtung in der 

Projektion der Linie z' auf die Fläche ABC liegt. Setzt man die auf 
dieser Fläche normal stehenden und die in ihr selbst liegenden Kräfte 
für sich zu einer Resultante zusammen ; so ergiebt sich der Gesammtdruck 
auf die Grundfläche in einer normalen Kraft und einer in dieser Fläche 
selbst liegenden Kraft, deren gemeinschaftliche Resultante die auf die 
Grundfläche ABC wirkende Kraft ist. Pro Flächeneinheit ist der nor- 
male Druck 

x'y'pcosa' + y'z'qcosß' -f x'z'rcosy' +(y'^'y + x* z* tp) sin d* 

x' y' cos «' + y* ^* <^os ß' + X* z* cos y' 

Wenn man sich die körperliche Ecke AB CD durch Verkürzung 
der Seiten x' , y' , z* im Verschwinden denkt; so stellt der vorstehende 
Ausdruck die normale Komponente des hydraulischen Druckes gegen eine 
durch den Punkt D gelegte Ebene von der Richtung der Fläche ABC 
dar. Die zu ABC parallele Komponente ergiebt sich ebenfalls leicht 
aus den Winkeln des Dreieckes AB C Wenn p = g = r ist und die 
Flüssigkeit keine Adhäsion hat, also (p =^ tp = ist, was der Be- 
schaffenheit des Wassers, welche man in der Hydraulik, gewöhnlich 
voraussetzt, im Zustande der Ruhe entspricht; so ergiebt sich der 
hydraulische Druck als hydrostatischer Druck unabhängig von der Richtung 
der Fläche ABC, also in allen Richtungen gleich p. Aber schon der 
Mangel der Adhäsion genügt, um den hydrostatischon Druck in allen 
Richtungen gleich zu machen. Denn in einer symmetrischen Ecke, für 
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welche a?' = y' = e* also auch «' = /?' = y* ist, muss offenbar 
jp = ^ = r, also nach vorstehender Formel der Druck auf die Pläche 

ABC gleich j—, 7- = p sein. Giebt man jetzt den Kanten 

^ Z x'y* cos a* ^ "^ 

^'» y'y ^' verschiedene Längen ; so bleiben doch die Pressungen auf die 

Flächen ADB, BBC, CDA pro Flächeneinheit ungeändert, also = p, 

weü diese Flächen ihre Richtung nicht ändern: der Druck auf die Fläche 

ABC wird also 

{x'y* cos a* + y*^' cos ß' + X* z* cos /) p _ 

x*y' cos «' + y'^' cos ß' + X' e' cosy' "" 

Durch die Änderung der Eantenlängen x\ y\ e' in positivem und 
negativem Sinne kann aber der Fläche ABC jede beliebige Hichtung 
gegeben werden; der Druck pro Flächeneinheit in einer adhäsionslosen 
ruhenden Flüssigkeit ist daher in allen Kichtungen gleich dem der ver- 
tikalen Tiefe des betreffenden Punktes unter dem Spiegel entsprechenden. 

Wir fügen noch hinzu, dass wenn in einem gegebenen Punkte einer 
adhäsionslosen Flüssigkeit in einer auf einer gegebenen Ebene normal 
stehenden Kichtung ein gegebener Druck s pro Flächeneinheit herrscht 
und man in dieser Ebene eine sehr kleine gleichseitig dreieckige Fläche 
AB Cj deren Mittelpunkt der gegebene Punkt ist , annimmt , ausserdem 
in der Normalen über diesem Punkte die Spitze D einer rechtwinkligen 
Ecke DABC markirt, jener Druck s sich auf die drei rechtwinkligen 
Flächen ABB, BDCy CDA dergestalt zerlegt, dass derselbe in jeder 
Fläche pro Flächeneinheit gleich s wird. Alsdann lässt sich der vor- 
stehende Schluss wiederholen, dass nämlich der Druck pro Flächeneinheit 
in jeder Richtung in jenem Punkte gleich s sei. 

Wird also z. B. der in einem Punkte eines krummlinig bewegten 
Stromfadens herrschende Druck durch die in der Richtung des Krüm- 
mungshalbmessers des Fadens wirkende Zentrifugalkraft um einen be- 
stinunten Betrag verstärkt; so verstärkt sich in diesem Punkte der 
hydraulische Druck in jeder Richtung um diesen Betrag. Wenn ein 
Stromelement in der Stromrichtung eine beschleunigte Bewegung annimmt ; 
so vermindert sich der bewegende Druck gegen die Stirnfläche dieses 
Elementes nach dem d'Alembertschen Prinzipe um den Betrag der be- 
schleunigenden oder wirksamen Kraft (weil diese mit der treibenden Kraft 
ein Gleichgewicht bilden muss) imd demzufolge vermindert sich der 
hydraulische Druck an der fraglichen Stelle in jeder Richtung um 
den nämlichen Betrag. In einer frei fallenden Flüssigkeitsmasse wird die 
wirksame Kraft der treibenden Schwerkraft gleich , der hydraulische Druck 
also in allen Punkten null. 

Für eine adhäsionslose Flüssigkeit müssen unter den in voriger 
Nummer betrachteten Umständen die drei Kräfte p^ i, t einander 
gleich oder gleich dem hydraulischen Drucke s sein ; man hat also 

r. dp ^ ds^ r. dq^ ds^ ^ dr ^ ds^ 

dß de ^ dx dx dy ^ dy ^ 

Diess giebt, da zugleich 9 und tp oder / gleich null ist, indem fji, die 
in der Volumeinheit enthaltene Masse bezeichnet, die drei Gleichungen 

4* 
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d s / dv 

dz 

2 



^ fi [g cos r + ^) 

= /ng cos ß 



/ öv\ 

= /W' lg cos a - V ^\ 

85 

dx 

. ds 

dy 

woraus s=jp = g = rzu bestimmen ist. 

Die Integration der letzten drei Gleichungen ergiebt, wenn den 
Koordinaten a?^ , ^^ , z^ die Werthe Sq , v^ entsprechen, 

s — So = figcosu. {z - ^0) Y (^^ "^ ^0*^ 

« — s^^ = figcos Y , (x — 0?^) + M I —dx 

J Q 

Xq 

•*5 — So = f^gcosß . (y — 2/0) 
Betrachtet man a?, y, ;8f als drei unabhängige Variabelen ; so ergeben 
sich durch Gleichsetzung dieser drei Werthe von s — s^ zwei Gleichungen 
zwischen den vier Variabelen a?, y, z, v, folglich nach Elimination von v 
eine Beziehung zwischen x, y , z, wodurch z als eine Funktion von x und y 
und V als eine Funktion von z und y oder auch von x und y oder auch 
von X und z erscheint. Verfolgt man also in der Flüssigkeit einen be- 
stimmten Faden, so findet sich aus diesen Formeln die Geschwindigkeit v, 
welche in jedem Punkte des Fadens nothwendig stattfinden muss, also 
auch der Querschnitt oder die ganze Form dieses und jedes anderen 
Fadens, sowie der in jedem Punkte desselben herrschende hydraulische 
Druck s. 

Ein einfacher Fall dieser Art besteht in einer Flüssigkeit ^ welche 
in einem zylindrischen Gefässe mit vertikaler Axe um diese Axe mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit rotirt. Für einen horizontalen kreis- 
förmigen Faden , welcher den Badius (> = äj , die Geschwindigkeit v =^ € x 
hat und in der Tiefe 2/ == £ Hegt, ist « = 90^ ß = , y z= 90^ 

also cos a = , cos ß = 1 , cos y = , ^ = , — = «* x, 

• ' ö Z ^ 

also 



Q 



s — Sq =0 



.2 



S Sq — 2 {X Xq ) 

s — Sq = /ig (y — y^) 

also ist der hydraulische Druck s in diesem Faden konstant = s^ und 
zwischen x und y besteht, da äj^ =0 ist, die Beziehung 

-g- = 9 {y — 2/0) 

in welcher Formel man die parabolische Gestalt der Oberfläche der Flüs- 
sigkeit erkennt. 
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Für eine adhärirende Flüssigkeit sind die allgemeinen Formeln ffcir 
dpj dq und dr aus voriger Nummer beizubehalten: es ist aber zu 
erwägen, dass die parallel zu d gerichteten Gleitungswiderstände Gd^ 
keine Komponenten parallel zu dq und dr haben können, weil sie auf 
diesen Kräften normal stehen , dass sie vielmehr lediglich Bestandtheile 
der Kraft dp sind. Subtrahirt man dieselben also von dp; so ist die 
Differenz diejenige Kraft 8s, welche mit dq und dr den hydraulischen 
Druck erzeugt, soweit derselbe von der gedachten Kraft Gdz unab- 
hängig ist. Hiemach muss q = r =^ s und 

d s / dv' 

= f^ (g cos u 



dz 

d_8_ 

dx 
8s 



= fj> yg cos r + —j 



= fjtg cos ß 



dy 

sein. Diese Formeln stimmen mit den für adhäsionslose Flüssigkeiten 
* gültigen überein , es ist jedoch zu beachten , dass zwar s = g' = r, 
aber nicht = p ist, dass vielmehr 

dp ( dv\ . ^ '^^ X n 

dz ^ Y dzj dz 

ist. 

Dass aus den vorstehenden Differentialgleichungen ersten Grades 
durch nochmalige Differentiation für eine andere der Variabelen , o; , f/ , z 
sich drei Gleichungen ergeben, welche kein s enthalten, indem 

8«s __ dH dH _ 8^s 8'-^s _ 8^s 

dzdx " dxdz" dz dy "" dydz dxdy "" dydx 

ist, versteht sich von selbst 

Für die Bestimmung des hydraulischen Druckes stellen wir noch 
folgende wichtigen Sätze auf. Angenommen, die auf ein parallelopipedisches 
Element vom Rauminhalte dx dy dz wirkenden äusseren Druckkräfte pro 
Flächeneinheit, also i>, ^, y*, 95» V' seien gegeben. Lässt man die Di- 
mension dz verschwinden; so reduzirt sich das Element auf eine Ebene 
'^ydz und alle auf diese Ebene wirkenden Kräfte beschränken sich auf 
p und — p\ der hydraulische s auf die Fläche 8^8^ ist also = p, 
Lässt man die Dimension dx verschwinden; so ergiebt sich die Ebene 
'^ydz mit den gegen diese Ebene wirkenden Kräften q und — q und den 
in dieser Ebene wirkenden Kräften f/) und — </) ; in der Fläche dydz 
herrscht also der hydraulische Normaldruck p mit der Schubkraft y. 
(Da die Fläche dydz keine Dicke hat; so ist auch das Moment des aus 
(jp und — <p entstehenden Kräftepaares gleich null, übt also desshalb 
kerne Drehungstendenz aus). Lässt man die Dimension dy verschwinden; 
so erhält man die Ebene dxdz ^nd das Kräftesystem r, — r, t//, — 1/^; 
in der Fläche dxdz herrscht also der Normaldruck r mit der Schubkraft 
V- Für eine adhäsionslose Flüssigkeit muss, wie erwähnt, p =:q zr. r =^ s 
sein. 
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Aus den Werthen von j>, g, r, y, ip , welches sämmtlich auf die 
Flächeneinheit reduzirte , also endliche Kräfte sind , ergiebt sich nach den 
im Anfange dieser Nimuner aufgestellten Formeln der hydraulische Druck 
in dem Punkte der Flüssigkeit, welcher durch die Koordinaten x, y, ss 
bestimmt ist, und zwar in jeder beliebigen durch diesen Punkt gehenden 
Eichtung. Für eine adhäsionslose Flüssigkeit ist dieser Druck in allen 
Eichtungen =:s=j> = g = r. 

Bei dieser Bestimmung des hydraulischen Druckes durch die von 
aussen auf das Element dx dy dis wirkenden Kräfte spielen die Diffe- 
rentiale dieser Kräfte, sowie die in dem Elemente selbst 
wirkenden oder die inneren Kräfte, also sein Gewicht w 

= g fjtdxdy d0, seine Beschleunigung fidxdy 8 ^e? ^-7-, seine Zentrifügal- 

kraft fjbdx'dydz - — durchaus keine Eolle, weil dieselben gegen die 

9 
von aussen auf das Element wirkenden Kräfte pdxdy, qdydjs, 

rdxdZy (fdydz^ iftdxdg unendlich klein sind, also verschwinden. 

Anders ist es jedoch, wenn es sich um die Bestimmung des Diffe- 
rentials des hydraulischen Druckes s, also um den Zuwachs handelt, 
welchen derselbe bei dem Fortschritte yon einem Punkte der Flüssigkeit 

ZU einem anderen oder um die Differentialquotienten ö~» ^ — » ^^ — handelt. 

OX Oy Cz 

DieserZuwachs, welcher leicht auf die Werthe von 0^, k— , 7^ — » ^-^ 1 

oz ox dy ex 

^ — zurückgeführt werden kann, erfordert im Gegentheil nicht die Kennt- 

niss der äusseren Kräfte p, q, r, 9p, \p ^ sondern nur die Kenntniss der 
inneren Kräfte, welche soeben bezeichnet sind. Mittelst der hieraus sich 
ergebenden, das Gleichgewicht zwischen den differentiellen Aussenkräften 
und den inneren Kräften darstellenden Beziehungen schreitet man , wie es 
die zuletzt aufgestellten Formeln lehren, auf einem beliebigen Wege von 
dem in irgend einem Punkte x^, y^, z^ herrschenden Drucke s^ zu dem 
in irgend einem anderen Punkte x, y , z herrschenden Drucke s , indem 
man allgemein, wenn s, s' , s'* einen Druck parallel zu x, y , z bezeichnet, 



s — So 



s' -V 



s"— So" 
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hat. Wenn man den Übergang von dem einen Punkte zu einem anderen 
auf einem Wege bewerkstelligt, auf welchem gewisse der eben erwähnten 
inneren Kräfte fortwährend normal stehen, und wenn man nur den Druck 
zu kennen wünscht, welcher sich am Endpunkte dieses Weges in der 
Bichtong desselben, also normal gegen den Querschnitt des Weges äussert ; 
so kann man offenbar jene Kräfte ganz ausser Acht lassen und braucht 
nm* diejenigen Kräfte und Komponenten in Betracht zu ziehen, welche 

parallel zu jenem Wege wirken. So treten z. B. in das Differential -t—^ 

des Druckes i>, welcher sich in der Richtung eines Stromfadens normal 
zu seinem Querschnitte dxdy äussert ,~ die Zentrifugalkräfbe, welche in 
dem gewundenen Faden auftreten, nicht ein: verfolgt man also diesen 
Faden in seinem Laufe; so erscheint p nicht von dieser Zentrifugalkraft;, 
sondern nur von der vertikalen Höhe des Fadens, den Gleitungswiderständen, 
und den Beschleunigungen abhängig: bestimmt man den hydraulischen 
Druck in einem solchen Faden aber aus den äusseren Kräften eines 
Elementes ; so kömmt dabei als äusserer Seitendruck auch der Zentrifugal - 
druck der aussen liegenden Massen in Betracht, und die nothwendige 
Gleichheit des hieraus sich ergebenden Werthes mit dem ersteren Werthe 
enthält eben die Bedingung für die vertikale Druckhöhe, für die zu über- 
windenden Widerstände und für die hervorzubringenden Beschleunigungen 
oder zu erleidenden Verzögerungen. Schreitet man dagegen in der Flüssigkeit 
in einer Linie fort, welche stets normal auf den Stromfäden steht; so 

enthält das Differential ^ des Seitendruckes q nicht den in der Richtung 

G Qu 

der Fäden wirkenden Druck p, auch keinen Gleitungswiderstand , wohl 
aber die Zentrifugalkraft des Elementes und die zu g parallele Komponente 
des Gewichtes des Stromelementes : bestimmte man diesen Druck aber 
aus allen äusseren Kräften des Elementes; so kömmt der Druck p und 
der Gleitungswiderstand niit in Rechnung und die Gleichheit der beiden 
Ausdrücke ist eine Beziehung zwischen dem in einem Faden sich äussernden, 
von seiner Druckhöhe abhängigen Seitendrucke und der Summe der in 
der fraglichen Linie auftretenden Zentrifugalkräfte. 

Wenn bei dem letzteren, normal auf den Stromfäden stehenden 
Fortschritte aa^ s der Druck im Anfangspunkte a und s, der 
Druck im Endpunkte Aj ist (Fig. 12, 13, 14, 15); so wird 
sich bei einer nicht kohärirenden Flüssigkeit der Druck s in der 
Form s, =^ s -\- H -^ C darstellen, worin das Glied H dem Höhen- 
unterschiede zwischen jenem Anfangs- und Endpunkte entspricht und 
positiv oder negativ ist, jenachdem üi tiefer oder höher als a liegt, und 
worin femer C der Zentrifugalwirkung entspricht, also in der Fig. 12 
und 13 positiv, in der Fig. 14 und 15 negativ ist. Hiemach bedingt die 
Form in Fig. 12 und 13 eine Verstärkung des Dmckes S; in einem Strome 
mit konvexen äusseren Fäden und einem geraden Mittelfaden einer kohäsions- 
iosen Flüssigkeit kann daher niemals der Druck null herrschen , d. h. der 
Strom kann in einem solchen Faden keine freie drucklose Aussen - 
fläche haben oder er kann nicht in solcher Form in einen luftleeren 
Raum ausfliessen. Li einem lufterfüllten Räume ist ein Ausfluss in dieser 
Form nicht unmöglich, d. h. der Dmck Sj in der Aussenfläche kann bei 
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dieser Form auf den atmosphärischen Druck herabsinken, insofern der 
Druck s !>■ bleibt. Die Formen in Nr. 14 und 15 kann die freie 
Aussenfläche inuner einmal annehmen, da hierbei der Druck Sj möglicher- 
weise bis auf den Nullwerth herabsinken kann. 

In einer kohärirenden Flüssigkeit ist zu beachten, dass eine Trennung 
der Fäden bei a^ immer die Überwindung der Kohäsion K erfordern 
würde, dass also dann s, -\- K = s -}- H -{- G oder s, = s -(- -ff 
+ C — K gesetzt werden kann. Da dieser Ausdruck für kleine Werthe 
von S, Hf C gleich null werden kann; so kann der ausfliessende Strahl 
einer kohärirenden Flüssigkeit selbst im luftleeren Baume eine schwache 
Krümmung wie die in Fig. 12 dargestellte annehmen. 

In der Ein- und Ausflussöfliiung eines Stromes addirt sich hiemach 
zu dem gegebenen Drucke des äusseren Mediums immer für jeden Strom- 
faden der Zentrifugaldruck, welchen dieser Faden durch aUe übrigen 
Fäden, insbesondere durch die an seiner konkaven Aussenseite liegenden 
empfängt: Der wirkliche Druck in der Ein- und Ausfluss- 
öffnung ist also von der Form dieser Öffnung oder viel- 
mehr von der Form des ein- und ausfliessenden Stromes 
abhängig und kann ohne die Kenntniss dieser Form nicht angegeben 
werden. Die in der Hydraulik gewöhnlich gemachte Annahme, dass 
jener Druck für alle Theile der durch die Eänder der Ein- oder Ausfluss- 
öflfaung gelegten ebenen Schnittfläche bei einem in der Luft ein- und 
ausfliessenden Strome der atmosphärische sei, ist nur richtig, wenn die 
Ein- und Ausflussöflfnung nur parallele Fäden führt; im Allgemeinen ist 
sie unrichtig. 

17. Die Bewegung eines Stromfadens nach der Momenten- 
gleichung« Die wirkliche Bewegung, welche ein Stromfaden einer unpress- 
baren Flüssigkeit im Zeitelemente ^t vollführt, ist eine virtuelle Bewegung des 
Systems aller seiner Elemente; die Summe der virtuellen Momente der in 
Nr. 15 bezeichneten Kräfte für den ganzen Faden muss daher gleich 
null sein. Diese Summe zerfällt für jedes Stromelement in drei Theile. 
Der erste Theil giebt für die Arbeit des Gleitungswiderstandes cp die 

Gleichung tp dyd z vdt =/ ^— dydsvdt oder y = / ö— • Der zweite 

d V 
Theil giebt die ähnliche Gleichung xp = /ö— • l^ör dritte Theil enthält 

nur die Kräfte, welche in der ersten der in Nr. 15 aufgestellten drei 
Gleichungen stehen, weil die in der zweiten und dritten Gleichung 
vorkommenden Kräfte das virtuelle Moment null haben. Da alle in 
Rede stehenden Kräfte parallel zu öiS? wirken; so beschreiben sie alle 
im Zeitelemente den Weg vdt: multipliziren wir daher alle mit vdt; so 
erhält man ihre virtuellen Momente. Die mit vdt multiplizirte erste 
Gleichung in Nr. 15 stellt daher die Gleichung für die Bewegung eines 
Stromelementes dar. Diese Momentengleichung ist, indem wir das 

dp 

in dp multiplizirte Glied dx dy dp vdt = dx dy d/s ~ vdt 

m dp 
— vct setzen, 



f^ 



dz 



Die hydraulischen Grundgesetze. 57 

mv^ ^— ot = w cos u vct — 7^ vct -f- — uvct 

Diese Gleichung ist, um die Bewegung des ganzen 6tromfadens zu 
ergeben, für z zu integriren. Handelt es sich nun, wie wir voraussetzen, 
um eine beharrliche Bewegung der Flüssigkeit, welche an jedem 

Orte dauernd sich gleich bleibt : so ist dxdyvdt = :^ die in 

jedem Zeitelemente durch jeden Querschnitt des Fadens gehende Durchfluss- 
menge, welche für eine unpressbare Flüssigkeit einen von der Zeit t 
und der Ordinate z unabhängigen, konstanten Werth hat. Dividirt man 
die vorstehende Gleichung durch die eben genannte Durchflussmenge; so 
ergiebt sich 

UV -^- dz = gu cosudz — -^ d z 4- Gdz 

dz ^ dz 

und durch Integration für die Variabele z 

fi> I ^^^— d z = g/n I cos u dz — / ~ d z -^ 1 Gdz 

Diese Gleichung kann für jede zwischen zwei Querschnitten w, 
imd ft>j oder zwei Ordinaten z^ und z^ liegende Strecke des Stromfadens, 
welchem die Anfangs- und Endgeschwindigkeit v^ und v,^ entspricht, 
integrirt werden. Beachtet man hierbei, dass im Beharrungszustande die 
Durchflussmenge wv = o) , Vj ^= w^ v.^ ist ; so wird das Glied auf der 
linken Seite 

^ / ^ Wz ^^ ^ ^ I ^^^ = T ^ ^^** "~ ^^^^ 

^ 9 /^ I ^t = 9 f^ { t'i — t, ) und wenn man den Höhenunterschied 

tj — ^1 z= h setzt, gleich g/Lih. 

Das zweite Glied auf der rechten Seite ist I ^ dz 





P'i — Pi; 
Das dritte Glied auf der rechten Seite ist 



j 



Gde = J 
«1 
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Hierdurch wird die Gleichung nach Division mit -^ fi 

'• (^ - ') = < (> 7 ?^) = ^^* - i- (^ - ^.)+ f -^ 

Wenn man unter o)^ die EinflussöfiFhung des Fadens versteht, und 
wenn die Einflussmenge (a^v^, sowie die Grösse a)| jener Öffnung, also 
auch die Geschwindigkeit v^ und endlich der Druck j7, gegen die Flächen- 
einheit jener öifnung bekannt ist, liefert die vorstehende Gleichung den 
in jedem anderen Querschnitte co.^ in der Richtung der z herrschenden 
Druck p.y 

Bezieht man die mit dem Zeiger 2 versehenen Grössen auf die 
Ausflussöffhung ; so ergiebt die Gleichung die Ein- oder Ausfluss- 
geschwindigkeit, wenn die Pressungen p^ und p^ bekannt sind. Ist dann 
Pi =1^3' ^^ hei einem in der atmosphärischen Luft ein- und aus- 
mündenden Strome; so verschwindet auf der rechten Seite das in p^ — p^ 
multiplizirte Glied, und die Bewegung wird von diesen Pressungen, soweit 
sie nicht den Werth von J beeinflussen, unabhängig. 

Die Durchflussmenge ojv = vdx dy eines Stromfadens ist das 
Diiferential der Durchflussmenge Q des ganzen Stromes. Die Letztere 
ist daher 



Q = ff vdxdy 



Hierin hat v den Werth von v.^ aus der vorhergehenden Gleichung 
und das Doppelintegral ist für die Grenzen von x und y einer im 
Allgemeinen gewölbten Querschnittsfläche des Stromes zu nehmen. 

Will man die Bewegung auf ebene Querschnitte beziehen, welche 
auf einer krummlinigen Hauptaxe der rechtwinklig stehen; so hat man 
zu beachten , dass für einen Faden , dessen Koordinaten x, y, g sind und 
welcher sich mit der Geschwindigkeit v unter dem Winkel b gegen die 
Normale des ebenen Querschnittes o) = dxdy neigt , nicht o), sondern 
o) cos € die normale Durchflussöflhung , mithin cot; cos d die Durch- 
flussmenge — ist, und dass man, wenn v* die auf dem ebenen Quer- 
schnitte normal stehende Komponente von «; ist, v' = v cos s oder 

v = , mithin auch (ov cos s =^ mv' hat. Da jetzt cov cos b für 

jeden Faden die konstante Grösse ist; so ist für eine andere Stelle 

desselben Fadens Wi v, cos e. = mv cos e, also — ^ = . 

' ' V (o^ cos f, 

Wird ein Querschnitt des Stromes nur von parallelen Fäden in 
normaler Richtung durchschritten, wie es für die Ein- und Ausflussöflhung 
einer Röhre in der Regel der Fall ist; so ist für diese Querschnitte 
cos e = cos f, = 1. 

Die zur Formveränderung der Elemente erforderliche Arbeit haben wir 
wegen ihrer Kleinheit vernachlässigt. Will man dieselbe mit in Rechnung stel- 
len ; so ist nach der Annahme in Nr. 12 der ursprünglichen Momentengleichung 
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auf der rechten Seite das Glied ki^—dt oder der durch die Durchfluss- 

fjb e 

menge dividirten Momentengleichung das Glied -^ de hinzuzufügen, 

— ö— ^^ = — Iz log — ist. 

Wir heben hervor, das der Druck auf die Flächeneinheit in der 
Ein- und Ausflussöffiiung als gegebene Grösse in unseren Formeln 
erscheint, dass dieselbe jedoch iiicht nach Belieben angenommen werden 
kann, sondern nach Nr. 16 von der Form^ welche das Gefäss an der 
Ein- und Ausflussstdlle hat, oder vielmehr von der Form, welche der 
Strom in der Ein- und Ausflussöffnung annimmt, abhängig ist. Zur Be- 
stunmung dieser Form hat die jetzige Hydraulik kein Mittel, selbst dann 
nicht, wenn die Ein- und Ausmündung der Röhre zylindrisch ist, weil 
sich durch eine solche Öffnung , wenn sie nur eine elementare Länge hat, 
ein Fadenbündel mit sehr verschiedenen Krümmungen der einzelnen Fäden 
ergiessen kann. Die für diese Form entscheidende Bedingung werden 
wir später erörtern; für jetzt setzen wir Fälle mit nahezu zylindrischen 
Ein- und Ausflussöühungen voraus, welche es gestatten, die Pressungen 
des äusseren Mediums als Nährungswerthe für die äusseren Pressungen 
anzunehmen. Wenn man für die Ausflussöiihung des Gefässes den 
ausserhalb derselben liegenden am meisten kontrahirten Querschnitt des 
Stromes substituirt, in welchem alle Fäden eine parallele Richtung haben; 
so kann für diese fingirte Ausflussöfifuung allerdings ein beliebiger 
Druck gegeben werden. Ebenso kann, wenn der Rand der Ausfluss- 
öfihmig des Gefässes als die Begrenzung einer Ausflussöffnung angesehen 
wird, welche keine Ebene, sondern eine durch die hydraulischen 
Gesetze des Stromes bestimmte Wölbung besitzt, für diese künst- 
liche Ausflussöffhung ein beliebiger Druck gegeben werden. 

Schliesslich bemerken wir, dass die für z integrirte Momenten- 
gleichung, wenn man darin den Druck auf den Querschnitt dxdy, also 

poxdy = P, Pi 3ir, 8y, = Pi, Pa ^^a ^^2 = P2 setzt, in die 
Form 

gebracht werden kann und in dieser Form die Bedeutung hat, dass die 
in der Masseneinheit enthaltene lebendige Kraft;, welche der Formfaden 
auf der Strecke von z^ bis z^ in der Zeiteinheit gewinnt, gleich dem 
Doppelten der algebraischen Summe U aller Arbeiten ist, welche die auf 
dieser Strecke wirkenden Kräfte verrichten. Wir haben das Mittelglied 

P. P 

öur desshalb in der Form — ^ 8 ;er« ^ d z. geschrieben , um es deut- 

lieh als eine Summe von Arbeiten zu kennzeichnen. Dasselbe ist übrigens 
== — Ip^ — Pij und stellt in dieser Form die obige Gleichung her. 



60 Die hydraulischen Grundgesetze. 

18. Transformation der Momentengleichung. Wenn man die 

Momentengleicbung mit d z dt dividirt , ergiebt sich 

d V 'dp 

u v^ TT— dxdy = gav cos u dx dy — t; t^^ dx dy + G vdxdv 

dz .7C7I ^ ^^ 

und wenn man auch mit v dividirt, 

c v dt) 

UV ^^ dx dy = q a cos u dxdy ^ ^—^ dxdy 4- G dxdy 
dz «7^71 "^ z 

Sind für einen festen Anfangspunkt in der Einflussöffnung des Stromes 
a und h die Werthe der Koordinaten x und y des Anfangspunktes eines 
Fadens und z dessen Länge bis zu dem betrachteten Querschnitte des 
Stromes ; so sind v und p Funktionen von a, 6, z und demnach sind auch 

^— und ^ Funktionen von a, b, z (indem für den fraglichen Faden 

a und b konstant und nur z variabel ist). Ist femer die Länge des 
durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems gehenden Fadens bis in 
den gedachten Querschnitt gleich z' und sind x, y in dieser Querschnitts- 
fläche die Koordinaten des Endpunktes des erstgenannten Fadens von der 
Länge z ; so sind a, b^ z Funktionen von x^ y, z' : substituirt man also 
Äir die ersteren Grössen ihre durch die letzteren ausgedrückten Werthe; 

d V d p 

so erscheinen tt— und ~ als Funktionen von x, y, z* oder, da für den be- 

cz.cz 

trachteten Querschnitt z* konstant ist, als Funktionen von x und y. 
Hiernach enthalten die beiden vorstehenden Differentialgleichungen nur 
die beiden Yariabelen x und y und können demnach für die Ausdehnung 
des ganzen Querschnittes des Stromes integrirt werden. Diess giebt, wenn 
man die Fläche dieses Querschnittes mit Q bezeichnet und dx dy -=> dSl 
setzt, 

^ h" ll^^ = ^f"l I <^osadn^ I j Yz ^^ + / / ^^^ 

Da die Durchflussmenge des Stromes pro Zeiteinheit = Qy also 
«; 8 ß = ^ ^ ist ; so wird die erste dieser beiden Gleichungen 

In der letzten Gleichung hat Q für jeden Querschnitt denselben Werth. 

Wenn keine anderen Kräfte als die in den obigen Differential- 
gleichungen vorkommenden, auf jedes Stromelement wirkenden Kräfte 
auf den Strom wirken , ist die Division der Momentengleichung aus 
Nr. 17 durch dxdyvdt unbedenklich: wenn aber auf einzelne Punkte 
des Stromes noch besondere Kräfte wirken, wenn derselbe z. B. an einer 
bestimmten Stelle ein Bad zu treiben, oder eine Stosswirkung auszuüben 
oder zu empfangen hat, ist jene Division unzulässig, weil die Faktoren 
jenes Divisors, welche für jeden Stromfaden konstant aber nicht für alle 
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Stromfäden gleich sind, alsdann unter Integrationszeichen stehen. In 
solchen Fällen, also im Allgemeinen, muss die Momentengleichung (bis 
auf den Faktor dt) ungeändert beibehalten werden. Die Bewegung des 
Stromes im Zeitelemente ist daher allgemein durch die Formel 

+ ^ / / / Gmvct - Äöt 



^ ffl 



worin m = d xdy d ist imd A die Summe aller derjenigen Arbeiten 
pro Zeiteinheit bezeichnet, welche der Strom noch an einzelnen Stellen 
zu überwinden hat. Die Integration ist für die drei Variabelen x, y, z 
auszuführen. Im Beharrungszustande sind alle Grössen von der Zeit t 
unabhängig, sodass eine Integration für t nicht erforderlich ist. Die 
vorstehende Gleichung lässt sich folgendermaassen umformen. 

Man hat 

•^ dt fidt ' ' 

V, 0), dv ^;, ft), 8a) 

also V = ' und tt— = — — ^— 7^— und daher 

0) 00 (o^ z 

o dv ... dv ^ mt?,*a),* 8« ^ 

mv^ ^^~ öt = mv ^—oz = l •_ —-dz 

dz dz iiT c z 

Da in diesem Ausdrucke m und v^m^ von z unabhängig sind; so 
ergiebt eine Integration nach z 

I dv ( \ d CO I d w 

J »»«'^^ dt = - mv,Un,^j -^^^ dz ^-mv^^ay.^J —, 

Hierin beziehen sich die mit dem Index 1 versehenen Grössen auf 
die Einflussstelle und die mit keinem Index versehenen auf eine beliebige, 
auch auf die Ausflussstelle. Setzt man m =fAdxdydz = /a dx dy v'öt; 
80 wird der vorstehende Ausdruck 

-^ fidxdy V (t?^ — v^^) dt =~ö^ /üi^dxdy v^ (l -~2")^^ 

1 ^ ^ v,^09,^ / 1 1 \ 

2 ^ ^ Cr) \w^ 0),V 

und daher das Glied auf der linken Seite der Integralgleichung 

/ f fmv^^^dt^^^t i j dxdyv (t>«-f,») 
worin V und r, nur Funktionen von x und y sind. 
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Das erste Glied auf der rechten Seite , worin cos a vdt =^ cos u d 
= d C ist, wird, da m von z unabhängig ist, also die Integration nach £f 

c 
I m cosavdt ^ m f d^ = m(C --^i) ^ fjbdxöy dz (^ -^ 1^^) 

= fidxdy V (jC — Ci)8^ ergiebt, 

^ SSS "^cosuvdt = gfidtJJ dxdyv i^ — tt) 
worin ^ und ^| nur Funktionen von x und y sind. 

Das zweite Glied auf der rechten Seite wird, daTT^ vdt -= 7^ 8 z 

de 00 

und 




= dxdydz (p — p^) ?=.- dt dx dyv(p — p^) ist. 

Das dritte Glied auf der rechten Seite 

~ / / / öwt;8^ = / / / ^y^^^ "^ ^W / / ^^'^^^»^^ 

kann in den speziellen Fällen, wo x und y von z unabhängig sind, 

^t I vdxdv Odz 



I I vdxdy / I 



Zt 



geschrieben werden. 

Hiernach wird die integrirte Momentengleichung nach Division mit 

j J dxdyv (v^ - 1;, ») = 2 W / »(£_ £,) gx dy 

- j^J J«(p-P,)^x^y "t^j j JGvdxdydz -~A 

Setzt man vdxdy = v ta = ()Q; so lässt sich diese Gleichung in 
folgender einfachen Form schreiben 

+ — f fadQde --^ A 
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Nimmt man zu den oberen Grenzen für z und ^ die einem beliebigen 
Querschnitte des Stromes entsprechenden Werthe; so bezieht sich diese 
Gleichmig auf eine beliebige Strecke des Stromes: nimmt man dafür die 
itsf Ausflussöffhung entsprechenden Werthe e^ und ^9 ; so bezieht sich die 
Gleichimg auf den ganzen Strom. 

Das erste Glied auf der rechten Seite stellt offenbar für jede Quer- 
schicht des Stromes das Moment dieser Schicht in Beziehung auf die 
horizontale Eoordinatenebene, auf welcher £ — £, senkrecht steht , dar. 
Ist also h die Tiefe des Schwerpunktes der Durchflussmenge Q für irgend 
einen Querschnitt unter einer horizontalen Ebene und A, die Tiefe 
dieses Schwerpunktes der Durchflussmenge für die Einflussöf&iung 0^ ; so 
ist jenes Glied = 2 (Ä, — h) Q. 

Wäre der Druck jp, pro Flächeneinheit in allen Punkten der Ein- 
flussöfifhung für jeden Stromfaden dem Drucke p.^ in der AusflussOffnung 
gleich ; so würde das zweite Glied auf der rechten Seite für den ganzen 
Strom verschwinden. 

Böte die Flüssigkeit keine Gleitungswiderstände dar; so würde das 
dritte Glied auf der rechten Seite null werden. 

Wäre in jedem Faden die Einflussgeschwindigkeit v^ der Ausfluss- 
geschwindigkeit v^ gleich, wie es bei einem Wirbel (Nr. 21) der Fall 
ist, so würde die linke Seite für den Gesammtstrom verschwinden. 

Für die allgemeine Momentengleichung setzen wir voraus, dass der 
Querschnitt (o-^dxdy eines jeden Fadens, durch welchen sich die Flüssigkeit 
mit der Geschwindigkeit v längs der Axe d /s des Fadens ergiesst, um im 
Zeitelemente die konstante Durchflussmenge dx dy dz = (odz = (o vdt 
mit der Masse fioavdt zu liefern, rechtwinklig auf der Richtung des 
Axenelementes d z g^iommen sei, sodass der Querschnitt des ganzen Stromes 
im Allgemeinen eine gewölbte Fläche bildet. Bezieht man die Be- 
wegung auf ebene Querschnitte; so ist der normale Querschnitt o) 
eines Fadens nach der vorhergehenden Nummer nicht gleich dxdy, 
sondern gleich dxdycos c und die konstante Durchflussmenge gleich 
dx dy d z cos e = vdx dy cos b dt = a}*v cos e dt, worin w' das 
Flächenelement des ebenen schrägen Querschnittes bezeichnet. Wenn 
es nicht auf mathematische Genauigkeit ankönunt, kann in Strömen, deren 
Querschnitt nur sehr allmählich variirt, der Faktor cos €, weicher dann 
nahezu = 1 ist, vernachlässigt werden: wenn jedoch die Ein- und Aus- 
flussöffhung nur normal darauf stehende Fäden führt; so beeinflusst jener 
Faktor nur den hydraulischen Druck und die Geschwindigkeit, welche in 
den zwischen dem Anfange und dem Ende liegenden Querschnitten 
herrschen, wogegen derselbe für die Bewegung in den Endquerschnitten, 
also für die Ausflussmenge bedeutungslos wird, soweit nicht das 
dritte Glied oder die Wirkung des Gleitungswiderstandes an der gesamm- 
ten Aussenseite davon affizirt wird. 

19. Die hypothetische Bewegung in parallelen Schichten. 

Wenn die Flüssigkeit nochso zäh oder kohärent ist, wird sie immer durch 
Kräfte, welche längs der Aussenflächen wirken, zum Fliessen gebracht. 
Denkt man sich den Widerstand gegen die Verschiebung längs der Axe 
unendlich stark (wobei der Widerstand gegen das Ausweichen normal zur 
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Axe endlich sein mag); so kann sich die Flüssigkeit nur im Zusammen- 
hange aller Seitenfäden ohne Gleitung, also nur mit konstanter Geschwin- 
digkeit aller Fäden in jedem Querschnitte bewegen. In .diesem Falle wird 

dv dv 

75— und iT-f also der innere Widerstand cp und ip gleich null sein und 

es bleibt bei der Summirung der Arbeiten aller Gleitungswiderstände nur 
die Arbeit an den Aussen wänden zurück. Wenn diese Arbeit mit Wdt 

bezeichnet wird? tritt W an die Stelle des Integrals / / IG vdxdydz 

der transformirten MomentengleichuDg. 

Die Grösse W hat gewöhnlich einen negativen Werth. Ist 
an irgend einer Stelle der Aussenwand die Stromgeschwindigkeit gleich 
u und der hydraulische Druck gegen die Wand gleich i> ; so ist der 
Gleitungswiderstand an dieser Stelle pro Flächeneinheit a + hp -^ cu 
-\- du* , also auf ein Flächenelement von der Grösse d B gleich (a + bp 
4" cw + du^)dB und die Arbeit jenes Widerstandes pro Zeiteinheit 
u(a -|- bp •]- cu + dti'O dB, sodass man für die ganze Aussen - 
fläche B 



r 

= — j u {a 



TF = — uia + bp + cu + du')dB 



hat. 



Die vorstehende Bewegung, welche in der Wirklichkeit nicht 
vorkommen kann, ist die in der Hydraulik unter der Bewegung in 
parallelen Schichten verstandene Hypothese. Die Komentengleichung lässt 
sich dafür folgendermaassen gestalten. Die linke Seite dieser Gleichung 
und auf der rechten Seite das erste und zweite Glied bleiben ungeändert, 
wenn man darin unter m die Masse einer Querschicht der ganzen Flüssig- 
keit versteht, welche zwischen zwei Querschnitten von dem Flächeninhalte 
ü liegt , also den Rauminhalt Üdz oder die Masse m = fjuildz hat, 
während v. die gemeinschaftliche oder mittlere Geschwindigkeit bezeichnet, 
welche allen Elementen dieser Querschicht in der Axe des Stromes zu- 
geschrieben wird. Das dritte Glied auf der rechten Seite macht aber 
einem Ausdrucke Platz, welcher die Arbeit des Gleitungswiderstandes 
darstellt, die diese Schicht an den Gefässwänden erleidet. Wenn r den 
mittleren Eadius der Fläche Si bezeichnet, sodass Q = n r^ ist, und 
wenn f den mittleren Neigungswinkel der Wand gegen die Axe des 

Stromes bezeichnet, sodass fang s = ^— , also cos e =^/^ ^ /d r\'^ 



V ' + iW 



d0 

ist ; so hat die Gleitfläche den Flächeninhalt 2 tt r . , der Gleitungs- 

cos s 

2nr 

widerstand an dieser Fläche ist also <pd z und die Arbeit desselben ist. 

cos e ' 

V 

weil die Flüssigkeit an der Wand mit der Geschwindigkeit gleitet, 
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... 2jrra) c^ c^^ 3 j - m ,, ... 2m<jp ^. 
eleicn k^- ozvot oder, da C;8r = 5- ist, gleich ^ vcr. 

Setzt man diesen Ausdruck an die Stelle des dritten Gliedes in die 
Momentengleichung ; so wird dieselbe nach Division mit mvdt 

1 8(^') - ^_^ _ JL ?^ X 2 9^ 



2 dz ^ djs (jb dz fi rcos^f 

und wenn man nach Multiplikation mit dz integrirt, 




Hierin ist der absolute Werth des Gleitungswiderstandes 



V -^ 



(p = a '\' bp -^ c h d 



cos B cos^ e 

indem die Koeffizienten a, b, c, d auf den Widerstand zu beziehen sind, 
welchen die Flüssigkeit bei der Abszisse z an der Wand erleidet, während 
p den mittleren Druck bezeichnet, welchen die Flüssigkeit bei dieser 
Abszisse gegen die Wand äussert. 

Hinsichtlich des Zeichens von 9) ist schon erwähnt, dass die auf 
die Aussenseite der Stromfäden längs der Wandfläche wirkende Gleitkraft, 
welche der Bewegung des Stromes entgegengewirkt und eine Abnahme 
der Geschwindigkeit von innen nach aussen bewirkt, einen negativen 
Werth hat (vergl. Nr. 8 und 22), dass man also 

/ V v^ \ 

q) = — [a + bp + c h d — 2~ 1 

^ y^ I x- I cos B cos^ ej 

zu setzen hat. 

Ist die Röhre nicht kreisförmig und Si ihr Querschnitt für die 
Abszisse z, ist femer an dieser Stelle ß ihr benetzter linearer Umfang, 
welcher bei einer ringsherum geschlossenen Röhre ihrem ganzen Umfange 
gleich ist; so tritt, wie leicht zu erachten, in der vorstehenden Momenten- 

O i 

gleichung —^ an die Stelle von 



2^ — y. • 

Die Grössen Si und ß können mit z variabel sein, also als Funktionen 
Ton z erscheinen. Überhaupt sind alle unter dem Integrationszeichen 
erscheinenden Grössen als Funktionen von z darzustellen. Diess betrifft 
auch die Grösse (/> und ihre einzelnen' Glieder, also den Werth \on p und v. 
Nach Nr. 30 ist der Gleitungswiderstand 9) vom Drucke in gewöhnlichen 
Flüssigkeiten ziemlich unabhängig, also 5 = 0, wodurch das Glied mit p 
verschwindet. 

Für V ist der von z abhängige Querschnitt Si mittelst der Beziehung 

üv = -ßf t?, einzuführen, also v = — j^— ^ zu setzen. 

Eine besondere Wichtigkeit erlangt, wie wir später sehen werden, 
der Fall, wo der benetzte Umfang ß aus mehreren Theüen ß', ß", etc. 
besteht, welche verschiedene Gleitungswiderstände y', r/)" etc. darbieten. 

Scheffl er, Hydraulik. 5 
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In diesem Falle tritt offenbar die Summe ß* y)^ + ß" 9** + ©tc. an die 
Stelle von ßy^, die MomenteDgleichung wird also in allgemeiner Form 

V - V|' = ^g(ti — Si) — - (J>, - Pi) 



+ 







Wir heben noch hervor, dass für Röhren mit krummer Axe, wenn 

cos f = 1 ist, der Gleitungswiderstand — (a + Jp + et; + dv^) 

nach Nr. 8 als eine Funktion der Winkelgeschwindigkeit u nach der 

d V 
Formel (p = fx .. zu bestimmen ist. 

^ ex 

20. Abhängigkeit der Stromfaden voneinander und von den 
Gefässwänden. Das Bündel von Stromfäden, welche den Strom bilden, ist 
in jedem Querschnitte fi durch starre Gefässwände, oder durch ein flüssiges 
oder ein gasförmiges Medium, oder durch einen luftleeren Raum begrenzt. Im 
ersten Falle liefern unsere früheren Betrachtungen den Gleitungswiderstand 
an den Gefässwänden als eine von der an den Grenzen des Querschnittes 
Q herrschenden Geschwindigkeit und dem daselbst herrschenden Drucke 
abhängige Grösse und sie ergeben zugleich die Beziehungen, welche 
zwischen den Geschwindigkeiten in den einzelnen Punkten des Quer- 
schnittes Q bestehen, dergestalt, dass durch die Geschwindigkeit t;, welche 
in irgend einem Punkte stattfindet, die Geschwindigkeiten in allen übrigen 
Punkten bestimmt sind. Die Begrenzung an einem flüssigen oder gas- 
förmigen Medium, z. B. durch die über dem Spiegel eines Flusses liegende 
Luft kann nicht erfolgen , ohne dieses Medium ebenfalls in Bewegung zu 
setzen: dieselbe erfordert also die Bestimmung der Bewegung der Fäden 
dieses Mediums nach den obigen Prinzipien, und hieraus ergiebt sich die 
von der Grenzschicht des Stromes zu leistende Arbeit und der dazu 
erforderliche Gleitungswiderstand. Die Begrenzung durch einen leeren 
Raum ist der Fall, wo der Gleitungswiderstand und der Druck in der 
Grenzschicht gleich null ist. 

So stehen also die den Axen der Fäden parallelen Geschwindigkeiten 
des Stromes in jedem Querschnitte in einer gesetzlichen Beziehung und 
diese bedingt eine gesetzliche Beziehung der Geschwindigkeiten in den 
längs des Stromes aufeinander folgenden Punkten, welche einen Strom- 
faden bilden. Da durch jeden Querschnitt co eines Fadens im Zeitelemente 
dieselbe Durchflussmenge d xdyd z = d xdyvdt = (ovdt geht ; so 
ist die Grösse des Querschnittes o) dieses Fadens bestimmt, wenn v 
überall bestimmt ist. 

Aber auch die Form des Querschnittes o) ist in alle den Fällen 
bestimmt, wo die Geschwindigkeit v nach Grösse und Richtung, mithin 
auch die Richtung der Axe jedes Fadens eine bestimmte stetige Funktion 
der Koordinaten ist : denn der Faden kann sich beim Fortschritte längs 
seiner Axe nur rechtwinklig zu dieser Axe in den Richtungen von c x 
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und dy erweitem und verengen, sodass, wenn der Querschnitt eines 
Fadeos in dem gewölbten normalen Anfangsquerschnitte des Stromes ein 
Rechteck bildet, er in jedem späteren Querschnitte des Stromes ebenfalls 
ein Bechteck bildet, dessen Seiten ox und dy nur differentielle unter- 
schiede wie nd^Xf nicht aber endliche Unterschiede wie ndx darbieten, 
also kein Parallelogramm bilden können, weil das Parallelogramm nach 
Nr. 8 eine Seitenkomponente der Geschwindigkeit anzeigt, sodass die 
Geschwindigkeit v nicht der wahren Axe eines Fadens und der an- 
genommene Querschnitt nicht einem normalen entsprechen würde. 

Hiemach bestimmt das Gefäss mit der physischen Beschaffenheit 
seiner Wände und den gegebenen bewegenden Kräften in allen Punkten 
der Oberflächen für den Fall, dass für irgend einen gewölbten normalen 
Querschnitt des Stromes die Geschwindigkeiten in allen Punkten nach 
Stärke und Richtung gegeben sind, die Strombewegung nach festen 
mathematischem Gesetzen, insofern der Strom überhaupt den 
Gefässwänden überall in direkten Linien folgt. Das Letztere 
ist jedoch an gewisse Bedingungen geknüpft, welche wir noch zu erörtern 
haben. Sind diese Bedingungen nicht erfüllt ; so findet zwar im Allgemeinen 
ein Gleiten an den Wänden , aber nicht in direkten Linien , sondern in ab- 
weichenden , oder zurücklaufenden Linien , oder unter Erzeugung von 
Wirbeln ausserhalb des Stromes unter^ dem Abschlüsse st-agnirender 
Massen oder todter Winkel statt. 

Im Allgemeinen sind also in einem gegebenen Gefässe unendlich 
viel Ströme möglich. Jeder dieser Ströme entspricht den hydraulischen 
Gesetzen, kann also mathematisch bestimmt werden: in der Wirklichkeit 
erscheint jedoch von allen diesen möglichen Strömen nur ein einziger, 
zu dessen Bestimmung eine besondere Bedingung erfüllt werden muss, 
welche wir weiter unten in Nr. 77 nachweisen werden. 

In Betreff der allgemeinen Kennzeichen der möglichen Ströme be- 
merken wir, dass, wie auch die Form der festen Gefässwände beschaffen 
sein möge, es unter der Voraussetzung der Anbringung geeigneter 
treibender Kräfte immer ein mögliches System von Stromfäden giebt, 
dessen äusserste Fäden den Gefässwänden folgen. Dieses System 
lässt sich stets bestimmen, ist aber für gegebene Kräfte nicht immer 
das wirkliche. So kann sich z. B. das Wasser in einer Bohre von 
der in Fig. 16 dargestellten Form unter fortgesetzter Berührung der 
Wände bewegen , indem es Stromfäden von der gezeichneten Art mit den 
durch punktirte Linien angedeuteten Querschnitten bildet, selbst wenn 
die Wände scharfe Ecken enthielten, in welchen sich Krümmungen 
mit dem Eadius null bildeten. Wenn keine bewegende Kraft auf die 
Flüssigkeit wirkt, sie sich also nicht bewegt, füllt sie thatsächlich das 
Gefäss oder sie bewegt sich wirklich mit der Geschwindigkeit null längs 
der Gefässwände: unter der Wirkung unendlich schwacher bewegender 
Kräfte wird sie unendlich langsam an den Wänden entlang fliessen. 
Indem die bewegende Kraft wächst, erlischt nicht die Möglichkeit eines 
Stromes, welcher längs der Gefässwände hingleitet, sondern der wirkliche 
Strom ändert seine Gestalt und zwar zunächst die Form seiner Fäden, 
indem die mittleren rascher beschleunigt werden, als die äusseren, sodann 
aber auch seine Begrenzung, indem sich die äusseren Fäden an den 
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am stärksten gekrümmten Stellen des Gefässes von der Wand loslösen 
und zwischen dem Hauptstrome und der "Wand todte Winkel bilden, wie 
es Fig. 17 zeigt. 

Ein mögliches System von Stromfäden einer Flüssigkeit von be- 
stimmter physikalischer Beschaifenheit ist offenbar durch die gegebene 
Form und Bewegung der starren Gefässwände oder begrenzenden Medien, 
sowie durch die gegebenen äusseren Kräfte bedingt. Dasselbe gestattet, 
unbeschadet der allgemeinen gegebenen Bedingungen Variationen, welche 
darauf beruhen, dass mit diesen Bedingungen keine Geschwindigkeit von 
bestimmter Grösse und Bichtung in den einzelnen Fäden gegeben ist, dass 
sich also auch an den festen Wänden Fäden von verschiedener Form 
bilden, auch die freien Oberflächen verschiedene Formen annehmen können. 
Immerhin bleiben die möglichen Systeme an die gegebenen Bedingungen 
gebunden und diese liefern gewisse allgemeine Gesetze für die Form jedes 
möglichen Systems von Stromfäden. Es sind wesentlich zwei Gesetze, 
welche hierbei in Betracht kommen. Das erste betrifft die Bewegung 
in jedem einzelnen Stromfaden und in der Gesammtheit aller oder in dem 
Strome und ist der Ausfluss der in Nr. 1 7 aufgestellten Momenten- 
gleichung, indem dieselbe die gesetzliche Beziehung zwischen den 
Wirkungen der auf ein Element sich äussernden Kräfte darstellt. Das 
zweite Gesetz betrifft die Stabilität der Fäden unter einander, welches 
eine beharrliche Strombewegung möglich macht. Dieses letztere Gesetz 
ist ein Ausfluss der in Nr. 15 aufgestellten Summengleichung, welche 
das Gleichgewicht der auf ein Element wirkenden Kräfte darstellt. 
Das letztere ist daher, wie aus Nr. 16 hervorgeht, wesentlich ein Gesetz 
des seitlichen Druckes q und r, welchen die Stromfäden aufeinander aus- 
üben. Da die Seitendrucke ^ und r mit dem Längendrucke 2> und den 
Gleitungswiderständen im Funktionszusammenhange stehen; so können 
q und r auch durch p ausgedrückt werden (sie werden sich überhaupt 
nur wenig von p und von dem hydraulischen Drucke s unterscheiden). 

Angenommen, es sei a = F (p). also -- = ;. -: . Vergeeen- 

^y ^y ^y 

wärtigt man sich die im Allgemeinen gewölbte normale Querschnittsfläche 
eines Stromes, welche alle Fäden in normaler Bichtung schneidet, und 
fasst y als die in dieser Fläche liegende Ordinate eines Elementes von 
der Dicke dy auf; so ist q der Seitendruck, welchen dieses Element in 
der Richtung dy erfährt. Bezieht man diesen Druck auf die Mittelaxe 

des Elementes; so ist ö + ^ ^y der Druck auf die Mittelaxe des 

dy 

Nachbarelementes: der letztere ist also um —- dv ■= -^ ^^ dy erösser, 

dy ^ dy dy "^ ^ 

als der erstere. Verkleinert man die Seitendimension der beiden Elemente 

oder den Abstand ihrer Mittellinien, also die Grösse d y immer mehr ; so wird 

Gleichgewicht in der Richtung dy bestehen, wenn mit dy -= Q auch die 

Druckdifferenz ög = wird. Diess wird geschehen, wenn g eine stetige 

dF 
Funktion von y ist, oder auch, da „ - keinenfalls mit dy verschwindet, 

wenn der Längen druck p eine stetige Funktion der Seiten- 
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komponente y ist. Sobald jedoch die Stetigkeit von q oder p an 
irgend einer Stelle unterbrochen wird, hat, wenn auch links und rechts 

zwischen den Elementen Gleichgewicht besteht, doch a— diessseit der 

Trennungsstelle einen anderen Werth, als jenseit dieser Stelle, die An- 
näherung der Mittelaxen der beiden Grenzelemente führt daher keine 
Gleichheit zwischen q und q^ herbei oder es besteht an der Trennungs- 
stelle kein Gleichgewicht zwischen den angrenzenden Stromfäden. 

Der Übergang der stetigen Funktion q zu einer anderen gleichfalls 
stetigen Funktion g, mittelst eines identischen Werthes von q und 2i 
an der Übergangsstelle kann nicht als eine Unterbrechung der Stetigkeit, 
sondern nur als ein Übergang zu einem anderen Systeme von Stromfäden 
angesehen werden. In einem solchen Falle zerfällt die bewegte Flüssigkeit 
in mehrere sich berührende und aueinander gleitende selbstständige 
Ströme. 

Hiemach bilden alle Systeme von Stromfäden, welche die 
Momentengleichung mit stetigen Funktionswerthen des 
Druckes p erfüllen, mögliche Bewegungen. 

20a. Die Mischung der Flüssigkeiten. Die Längenelemente eines 
Stromfadens schieben sich in der Richtung der Axe dieses Fadens vor 
sich her, indem sie sich erweitern oder verengen, ohne aus dem Faden 
herauszutreten. Demzufolge verbleibt jedes Stück des Fadens von beliebiger 
Länge stets ein Längenbestandtheil desselben Fadens. Da Diess von jedem 
Faden, also auch von einem in der Aussenschicht liegenden Faden gilt; 
so verbleiben die Elemente, welche sich einmal in einer Oberflächenschicht 
befinden, auch bei dem stetigen Fliessen an der Oberfläche der Flüssigkeit. 
Dieser Satz ist kein hydraulischer Grundsatz, wofür er zuweilen aus- 
gegeben wird, sondern ein aus dem Wesen der Flüssigkeit sich ergebender 
Lehrsatz. 

Wenn sich ein Faden spaltet, erleidet er eine Ausnahme, indem dann 
innere Schichten neue Oberflächenschichten werden. Für die elementaren 
Fäden und die daraus - durch stetige Nebeneinanderlagerung gebildeten 
Theilströme behält er aber volle Gültigkeit. Dieser Satz bleibt auch bei 
wirbelnden Strömen, welche sich im Beharrungszustande befinden, nachdem 
die Wirbel gebildet sind, in Kraft: denn ein Wirbel behält dann stets 
seine Masse und die Strorafäden gleiten an den Wirbeln hinweg, ohne 
ihre Masse zu ändern. 

Übrigens hat der vorstehende Satz nur für ganz adhäsionslose 
Flüssigkeiten volle Gültigkeit: die Gleitungswiderstände modifiziren 
ihn. Das wichtigste, ja, das in der heutigen Hydraulik allein berück- 
sichtigte Glied des Gleitungswiderstandes (p ist das vierte Glied d,v'\ 
welches einen Stosseffekt darstellt. Jeder Stoss beruhet auf einer 
plötzlichen oder doch sehr raschen Beschleunigung und Verzögerung der 
sich stossenden Körper und kann, als Wirkung zwischen zwei benachbarten 
Stromfäden A und Bj wovon der erstere sich mit der grösseren 
(Geschwindigkeit c, und der letztere mit der kleineren Geschwindigkeit v^ 
bewegt, nur folgen dermaassen gedacht werden. Ein Längenelement des 
Fadens Ä bildet einen unendlichen Inbegriff von Atomen oder ist, gegen- 
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über einem Atome, ein Körper von unendlich grosser Masse. Indem diese 
Masse des Fadenß Ä gegen ein Atom b des Fadens S stösst, beschleunigt 
sie Letzteres, bis es die Geschwindigkeit v^ annimmt: ebenso hemmt 
die Masse des Fadens B ein Atom a des Fadens Äy bis es die 
Geschwindigkeit t?2 annimmt. Hierdurch wird aber das Atom b ein 
Bestandtheil des ersten Fadens und das Atom a ein Bestandtheil des 
zweiten Fadens; zwischen den beiden Fäden findet also ein Austausch von 
Atomen statt, und die Ausdehnung dieses Prozesses auf die ganze Länge 
und Breite aller Fäden bringt im Laufe der Zeit eine Mischung der 
Flüssigkeit hervor, in Folge deren alle Elemente der Oberflächenschicht 
allmählich in das Lmere sinken und sich in der Oberfläche selbst ver- 
breiten, während die Elemente der inneren Schichten an die Oberfläche 
treten. So mischt sich allmählich der Main mit dem Bhein. 

Aus Vorstehendem erhellet, dass der obige Satz immer nur auf sehr 
kurze Zeit angenäherte Gültigkeit hat, auf Dauerhaftigkeit jedoch keinen 
Anspruch hat. Übrigens kommen dabei die Wirkungen der physischen 
Diffusion und Osmose nicht in Betracht. 

21. Bewegung eines Wirbels. Ein Wirbel ist nichts Anderes, als 
ein Strom, dessen Ein- und Ausflussöf&iung zusammenfallen: es gelten 
daher für denselben, indem man ihn in seine Fäden auflöset, die in 
Nr. 15 bis 20 aufgestellten Gleichungen, mit welchen die Bedingung zu 
verbinden ist, dass der Gleitungswiderstand in jedem Punkte, wo der 
Wirbel den Hauptstrom berührt, mit dem Gleitungswiderstande dieses 
Stromes, femer da, wo er die Wand berührt, mit dein Gleitungswiderstande 
der Wand, und endlich da, wo er einen anderen WirbeJ berührt, mit dem 
Gleitungswiderstande dieses Wirbels übereinstimmen muss. 

Für die Gesammtbewegung des Wirbels vereinfachen sich die Formeln 
aus Nr. 17 durch folgende Betrachtung. Der Wirbel gewinnt oder verliert 
in einem beharrlichen Systeme keine lebendige K[raft: demzufolge wird 
das Glied auf der linken Seite der integrirten Gleichungen gleich null. 
Die Gesammtarbeit der bewegenden Kraft ist gleich null, folglich ver- 
schwindet das erste Glied auf der rechten Seite^ Da Ein- und Ausfluss- 
öfipQung identisch sind; so ist der Druck in beiden gleich, mithin das 
»weite Glied auf der rechten Seite gleich null. Hiemach bleibt nur das 
dritte Glied zurück und man hat für jeden einzelnen Wirbelfaden 

jGdz = 

und für einen vom ruhenden Mittelpunkte des Wirbels aus genommenen 
Querschnitt, wenn Q die Durchflussmenge des Wirbels bedeutet, 

JjGdQ=0 

Für den ganzen Wirbel ist 

JJjGvdxdyd0 = 

Sind iSi und 0.^ die Ordinaten des ersten und des letzten Quer- 
schnittes des Wirbels auf der Strecke, wo er den Hauptstrom berührt und 
vpn diesem die bewegende Kraft empfängt, also auch von der Strecke, 
wo er die Gefässwand berührt und durch den Gleitungswiderstand der 
Letzteren gehemmt wird (wobei wir die zwischen Strom, Wirbel und 
Wand verbleibenden Winkel ausser Acht lassen); so zerfällt das vor- 
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stehende Integral in zwei Theile zwischen den Grenzen 0^ und z^ und 
zwischen den Grenzen z^ und ^, , welche entgegengesetzte Zeichen und 
gleichen Quantitätswerth hahen. Aus der Gleichheit dieser beiden Theile, 
welche ausdrückt, dass die Arbeit der beschleunigenden Gleitungskraft, 
womit der Strom auf den Wirbel wirkt, der Arbeit der verzögernden 
Gleitungskraft, womit die Wand auf den Wirbel wirkt, ergiebt sich die 
Beziehung zwischen diesen beiden Gleitungswiderständen , und da der 
Widerstand der Wand eine nach dem Früheren bekannte Funktion ist; 
so ergiebt sich daraus der Widerstand in der Grenzfläche des Hauptstromes, 
soweit er den Wirbel berührt. Hierdurch sind denn alle Grössen bestimmt, 
welche zur Berechnung der Bewegungszustände und der Durchflussmenge 
sowohl des Wirbels, als auch des Hauptstromes erforderlich sind, nachdem 
für diesen Strom eine fingirte Grenzfigur angenommen ist. 

Wenn man den Wirbel als eine kreisende Bewegung mit parallelen 
oder vielmehr radialen Querschichten ansieht, in welchem die inneren 
Fäden also nicht an einander gleiten, was sich bei der Kleinheit der meisten 
Wirbel nicht weit von der Wirklichkeit entfernen kann; so kommen nur 
Widerstände an den Grenzflächen in Betracht, und der Strom hat an seiner 
Aussenfläche eben diejenige Arbeit zu leisten, welche der Wirbel an der 
Wand verrichtet. 

Es kömmt jetzt darauf an, die letzteren Punkte des Wirbels und 
überhaupt dessen Grösse und Form unter der Einwirkung des Stromes 
und der Wand etwas näher zu bestimmen. Der Wirbel verursacht einen 
seiner Krümmung entsprechenden Zentrifugal-Druck : dieser Druck muss 
aa den Stellen, wo der Wirbel den Strom berührt, dem Gegendrucke des 
Stromes, und wo der Wirbel die Wand berührt, dem Gegendrucke der 
Wand gleich sein. Die letztere Gleichheit stellt sich, da die Wand jeden 
Druck aufnehmen kann, stets von selbst ein; zwischen dem Strome und 
dem Wirbel liefert die Bedingung jener Gleichheit jedoch eine Beziehung, 
welche für die Form der Grenzlinie Beider mitbestimmend ist. 

In scharfkantig begrenzten Winkeln , wie sie bei plötzlichen Quer- 
schnittsveränderimgen des Gefässes nach Fig. 18 und Fig. 19' entstehen, 
bilden sich aus dem Drucke und Gleitungswiderstande, welchen der Wirbel, 
und aus denen, welche der Strom ausübt, zwei Kräfte, deren Eesultante 
von der Wand aufgenommen werden muss. Wenn diese Resultante in 
zwei Komponenten normal und parallel zur Wand zerlegt wird, darf die 
letztere den Gleitungswiderstand der Wand gegen eine ruhende Flüssigkeit 
nicht überschreiten, sie muss also gleich null sein, d. h. die bezeichnete 
Resultante muss auf der Wand normal stehen. Streng genommen, muss 
durch den Druck des Stromes und des Wirbels und den Gegendruck der 
Wand die zwischen ihnen liegende Masse , welche wir die 1 4 ^ ^ Masse 
nennen, im Gleichgewichte erhalten werden. Ebenso muss d^ Wirbel 
selbst durch den Druck des Stromes, der Wand und den an seinen Enden 
liegenden todten Massen im Gleichgewichte bleiben. In Fig. 18 sind 
rechts oben die auf die drei todten Massen wirkenden Kräfte durch kurze 
Striche angedeutet. Dass die Bewegung der Atome in einer todten Masse, 
wenn auch nicht absolut null, doch verschwindend klein ist, geht daraus 
hervor, dass auf die Grenzschicht einer solchen Masse durch den Strom, 
den Wirbel und die Wand entgegengesetzte Schubkräfte ausgeübt werden. 
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Wenn für angenommene Grenzlinien des Wirbels und des Stromes 
eine der vorstehenden Gleichgewichtsbedingungen nicht erfüllt ist, können 
diese Linien nicht bestehen: es giebt also für einen Strom, welcher sich 
mit einer an gewisse Bedingungen gebundenen Geschwindigkeit durch ein 
Gefäss von gegebener Gestalt bewegen soll , ^ nur eine Grösse und Form 
der möglichen Wirbel, welche ganz bestimmten Bedingungen entsprechen 
muss und sich daher in der Regel auf ein einziges System beschränkt. 
Plötzliche Querschnittsveränderungen des Gefässes bedingen stets Wirbel, 
welche unter eine gewissis Kleinheit nicht herabsinken können, weil die 
zu starke Krümmung derselben einen zu starken Druck auf den Strom 
erzeugen würde. Sehr allmähliche Querschnittsveränderungen des Gefässes 
machen die Bildung von Wirbeln unmöglich, weil dieselben immer zu starke 
Krümmungen annehmen müssten, also zu starke Pressungen ausüben würden. 

Da die Arbeit des Gleitungswiderstandes des Wirbels an der Wand 
gleich der Arbeit des Gleitungswiderstandes ist, welchen der Strom an dem 
Wirbel (bezw. an der todten Masse) zu verrichten hat ; so kann die 
Bewegung des Stromes ohne nennenswerthe Abweichung von der Wahrheit 
offenbar unter gänzlicher Ignorirung der Wirbel nach der 
Voraussetzung bestimmt werden, dass der Strom mit 
seiner stetig gekrümmten und durch Vorstehendes be- 
stimmten Aussenfläche fortwährend an einer Wand gleitet. 

Letzteres gilt auch für die Rechnung jiach der abkürzenden Hypothese 
von der Bewegung in parallelen Schichten. Ist also die Form des Stromes 
in einem Gefässe mit plötzlichen Querschnittsveränderungen festgestellt ; so 
genügt in den Formeln der Nummer 19 das allgemeine Integral auf der 
rechten Seite vollständig, um den Einfluss dieser Queröchnittsveränderungen 
darzustellen. 

Zur Erläuterung mag dienen, dass das Glied, welches in Nr. 19 für 
eine Röhre mit kreisförmigem Q]ierschnitte und cos « = 1 den Werth 



^/ 



"^ d z hat, wenn man einmal 



f/) = — d,v^ = — d 



ß,'*ü,* dr,*«5,* 



^2 y.4 

setzt, gleich 



M 




wird. Für eine Röhre von der Länge l mit konstantem .Radius r, welche 
an irgepd einer Stelle durch eine Scheidewand verengt würde, sodass dort 
r = r,, wäre, hätte man 



jiJi r^ fi r 



und nach den gewöhnlichen Formeln müsste ein Glied wegen des plötzlichen 
Überganges von r^ zu r hinzugefügt werden. Nach unseren Formeln ist 
Diess nicht nöthig, der Durchgang durch die Verengung würde aber für r 
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eine gewisse Funktion von z, welche diessseit und jenseit der Verengung 
auf eine gewisse Strecke gilt, ergeben, und das danach bestimmte Integral 
wurde den durch die Verengung erzeugten Arbeitsverlusten Rechnung 
tragen. Nähme man einmal zur Abkürzung an, der Strom ginge auf die 
Länge von dem Radius r,i zu dem Radius r in Form eines konischen 
Stromes über; so findet sich leicht 

_ 1 K' — r')z 




^ (ro — r) Vq* r* 



Ganz derselbe Werth (ohne Zeichenwechsel) würde auch dem Übergange 
vom Radius r zum Radius Vq entsprechen, sodass der Durchgang vom 
Radius r^ durch den Radius r zu dem früheren Radius Vq auf der Strecke 
2 das Doppelte dieses Werthes verlangt. 

Wenn a der Neigungswinkel der Seitenlinie dieses konischen Stromes 

gegen die Axe, also -^ =-• tang a ist; so kann man das in Rede 

z 

stehende Glied so schreiben: 

d 



— F * ß * i— — \ 



fjb lang 

Hierin bezeichnet F, ß, das konstante Volum der Ausflussmenge : 
wäre also allgemein, für genügend lange Röhren der Winkel a eine 
konstante Grösse (was wahrscheinlich näherungs weise der Fall sein wird); 
80 würde dieses Glied wegen der plötzlichen Querschnittsveränderung wie 

die Grösse -^ — -^r-^ variiren, wogegen dasselbe in den gewöhnlichen 
hydraulischen Formeln den Werth — ^i*'^i*("ö~ "~ "^o) ^**» ^'^ ^® 

die Grösse \-jr — i^o) variirt. 

Zur Verhütung von Missverständnissen sei bemerkt, dass der Strom, 
welchen wir hier einen Wirbel nennen, nicht mit den Figuren ver- 
wechselt werden darf, welche Helmholtz im 55. Bande von Borchardt's 
Journal für Mathematik unter dem Namen von Wirbel fä den behandelt 
hat. Die Letzteren stellen keine Stromfäden, sondern Reihen von 
Elementen dar, welche um ihre Längenaxen rotiren, welche also im 
Allgemeinen in der Längenrichtung dieser Reihe keine Bewegung haben, 
mithin keine fliessenden Massen bilden. Derartige Wirbelfäden, welche 
meines Erachtens dem Gebiete der rein physikalischen oder Ätherprozesse 
angehören, sind nach Nr. 1 1 von unserer Betrachtung ganz ausgeschlossen. 

Unser Wirbel setzt sich nicht aus rotirenden Massen, sondern aus 
geschlossenen Stromfäden zusammen, welche an ihren Peripherien anein- 
ander gleiten und welche sich normal zu ihren Ebenen aneinander reihen,- 
sodass sie, wenn diese Aneinanderreihung in gerader Linie erfolgt, eine 
zylindrische Masse bilden, welche ihre gerade Axe in kreisförmigen 
Fäden umströmt, während sie, wenn die Aneinanderreihung längs einer 
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Kreislinie erfolgt, eine ringförmige Masse bilden , welche ihre kreis- 
förmige Axe in kreisförmigen , nach aussen sich erweiternden Fäden 
umströmt. Von letzterer Beschaffenheit sind die Wirbel , welche sich, in 
einer Röhre mit plötzlichen Querschnittsveränderungen zwischen dem 
Hauptstrome und der Wand bilden. 

Ein solcher Wirbel hat eine ruhende ringförmige Axe, wenn die 
Röhre selbst ruhet. Ersetzt man die Röhrenwand durch die Grenzschicht 
eines Stromes; so kann der ganze Wirbel mit fortgezogen werden, es ist 
überhaupt eine Bewegung des Wirbels in der Richtung seiner Axe oder 
längs einer ihn von aussen abschliessenden Fläche denkbar. In diesem 
Falle, wie er nach Nr. 76 bei der Bewegung eines starren Körpers in 
einer Flüssigkeit oder bei der Einbettung eines starren Körpers in einen 
Strom vorkömmt, verliert jeder elementare kreisförmige Stromfaden unseres 
Wirbels seine Kontinuität, indem jedes einzelne seiner Elemente (wie 
schon in Nr. 21 erwähnt) eine selbstetändige Linie beschreibt, welche eine 
schleifenförmige Figur hat. 

22. Bewegung des Wassern in einem offenen Strome von 
unendlicher Breite. Der einfachste Fall der Bewegung einer Flüssigkeit 
ist ein in einem offenen Flussbette von konstantem Querschnitte und Gefälle 
sich ergiessender Strom. In einem solchen Strome sind die Stromfäden 
offenbar sämmtlich dem Flussbette parallel und in jedem herrscht eine 
konstante Geschwindigkeit v und ein konstanter Druck p, welche mit der 
Länge ^ in einem Faden nicht variiren, sodass für irgend einen Faden 

^ = und ^ = 

ist. Die Querschnitte des ganzen Stromes sind eben Flächen, welche auf 
der Gefälllinie normal stehen. Die durch 'bx'brjv'di dividirte Momenten- 
gleichung aus Nr. 17 wird also, wenn 8£ die vertikale Tiefe bedeutet, 
um welche ein Stromelement in der Zeit 8 i herabsinkt , also COS ad z 
= 8 ^ ist, 

Wenn man das Gefälle des Flusses oder vielmehr den Sinus des 

Neigungswinkels a' des Strombettes gegen den Horizont oder den Kosinus 

dl . , 

des Neigungswinkels u gegen die Vertikale ^— = sm a* s= cos « = n 

z 

setzt (während g fi das Gewicht des Wasser pro Volumeinheit ist) ; so kömmt 



dx' ' dy^ f 

oder auch 

8 o) . d üß 

+ -^-- = — g,un 



dx dy 

Ist das Flussbett unendlich breit; so ist für einen in der Mitte 
desselben liegenden Stromfaden von gegebener Tiefe der seitliche Gleitungs- 
widerstand yß eine konstante , von y unabhängige Grösse , also 8 ^ =? 
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and daher auch die Geschwindigkeit v eine solche Grösse. Für diese 
Stromfäden hat man also 

dm j, d*^v 

Hieraus ergiebt sich durch zweimalige Integration 

t; = — 2f— + ^^ + -B 

worin A und JB zwei Konstanten sind, welche sich durch die im Fluss- 
spiegel oder für a; = herrschende Geschwindigkeit v = F,, und durch 
die auf der Sohle des Flussbettes oder für o; := A herrschende Geschwindig- 
keit t; = F, bestimmen. Diess giebt 

£ = n und ^ = -^ - J^^ . 

also 

Das Maximum der Geschwindigkeit findet in der Tiefe 

o; = A _ _^ ^. - ^. 
2 g fj^n h 

statt. 

Die vorstehenden Formeln habe ich bereits in § 349 meiner „Natur- 
gesetze* entwickelt. 

Durch den vorstehenden Ausdruck ist v noch nicht bestimmt, da 
V^^ und F^ noch unbekannt sind. Zur Bestimmung dieser Grössen ist 
der Gleitungswiderstand y> zu ermitteln. Diess könnte durch die einmalige 
Integration der Gleichung 

S (jp =r — g findx 

geschehen, indem dieselbe, wenn y^ der Werth für x = a^j^ = und y, 
der für a: = Ä ist, 

y — SPo = — ^A*w^ 
yi — yo = — ^/w.wÄ 

ergiebt. Man hat jedoch auch durch Differentiation des für v gefundenen 
Ausdruckes 

'd V ^ <P «_ 9l^^i^ — 2a;) F^ — F, 

g^.n{h-2x) f{V, - F.) 
y = ^2 Ä 

_ gAinfe /(Fq - F,) 

'^^ - ~"2 h ~ 

gf^nh f(V, - V,) 
Ti = 2 j^ 

2/fF,-F,) 

n + T'i = 

SPo — Vi = ö'i^*** 
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In der Tiefe x, wo die grösste Geschwindigkeit stattfindet, herrscht 
der Gleitungswiderstand y = null. 

Die Gleitungs widerstände (jp^ im Spiegel und 7), auf der Sohle des 
Flussbettes, sind durch F„ und F, bestimmt. Setzt man voraus, dass 
im Spiegel kein Gleitungswiderstand obwalte, also y^ = sei; so wird 

y, - Vi - 2/ 

und 

y gf^ntc" 

• 2/ 

Die grösste Geschwindigkeit findet nun für a; = statt, oder liegt 
im Spiegel des Flusses. Der Gleitungswiderstand an der Sohle wird 

<jp, = — gfjinh 

Wenn man die Geschwindigkeit v als eine zur Tiefe x gehörige 
horizontale Ordinate verzeichnet, bilden die Endpunkte von v eine Parabel, 
deren Axe horizontal im Flussspiegel, deren Scheitel also ebenfalls im 
Flussspiegel liegt (Siehe Fig. IIa). 

Wäre dagegen der Gleitungswiderstand im Spiegel so gross wie der 
auf der Sohle; so hätte man y^ = — y, oder y^^ + ^j = 0, folglich 

Vq = Fj und danach fiele die grösste Geschwindigkeit für x = -^- 

in die Mitte der Wassertiefe. Für den Gleitungswiderstand ergäbe sich 
alsdann 

SPo — 5Pi = 2«jf)o = — 2 (/), = giinh 
also 

9)0 = — 9P, = -g- giinh 

Der hydraulische Druck pro Flächeneinheit auf die Sohle des Fluss- 
bettes eines Stromes mit unbelastetem Spiegel vom Gefälle w = cos « 
= sin u* und von normal zum Spiegel gemessener Tiefe Ä (oder von 
vertikaler T^efe Q ist, wenn w^ das Gewicht der Volumeinheit Wasser 

bezeichnet, w^ h sin a = Wq VI — n^ h = tÜQn'h oder auch = t^o C sin^ a 
•=■ WQn'^ ^. Denn bestimmt man diesen Druck auf die Fläche ab = A 
der normalen Wassersäule atd c von der Höhe ab = Ä in Fig. 20 ; so 
liefert jedes Element vom Gewichte to^Ädh die normal auf der Basis 
Ä stehende Komponente w^Adh sin a , und da alle übrigen Kräfte, 
welche auf jenes parallel zu a6 sich bewegende Element wirken, mögen 
es beschleunigende Kräfte oder Gleitungswiderstände sein, parallel zu a6 
sind ; so bildet die Summe jener Komponenten, also die Kraft w^^ Ä k sin u 
den Gesammtdruck auf die Fläche A, also iOq h sin u den hydraulischen 
Druck pro Flächeneinheit in der Sohle des Flussbettes. Geht man von 
der vertikalen. Säule a bfe aus, welche den Querschnitt A sin u und die 
Höhe ^ hat ; so beträgt ihr Gewicht ^v^^ A sin u ^ ; dasselbe liefert als 
normalen Druck auf A die Kraft ^v^^ A sin^ u^ = w^^ Ah sin u, also pro 
Flächeneinheit den hydraulischen Druck Wq h sin a , wie vorhin. Dieser 
Druck entspricht dem Gewichte einer Wassersäule von einer Flächen- 
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einheit Querschnitt und der Tiefe h sin u -= ag, um welche der Punkt 
a unter c liegt. 

Dass sich Nävi er, welcher im Resume des le^ons sur Tapplication 
de la mecanique, seconde partie, Nr. 125 annimmt, dass der Druck der 
vertikalen Wassersäule von der Höhe X> entspreche, im Trrthume befindet, 
habe ich bereits in meinen Prinzipien der Hydrostatik und Hydraulik, 
Bd. 2, S. 56 erwähnt. 

Führt man nun für einen Gleitungswiderstand den Ausdruck a + 6g 
-f cv + dv^ oder, wenn q^ den auf dem Spiegel lastenden atmo- 
sphärischen Druck bezeichnet, da dann q = q^ -f" tt'o^'^ ^^^^ ^®^ '^^^' 
druck a + ^^o "1" bw^n'h + cv -\- dv^ ein, indem man diesen 
Ausdruck für + (/> oder für — </> nimmt, jenachdem derselbe die gegen 
die obere oder die gegen die untere Fläche eines Fadens wirkende Gleit- 
kraft darstellen soll; so hat man 

STo = «0 + h Qo + ^0 ^0 + ^0 ^o'" 

yi - — («I + ii3o + 6|W;«W'Ä + C^r^ + d^ T,«) 
Setzt man diese Werthe von cf^^ und 7), den obigen gleich; so hat 
man zwei Gleichungen, aus welchen die beiden Geschwindigkeiten V^ und 
F, bestimmt werden können. Für den Fall, dass auf dem Flussspiegel 
nur der atmosphärische Druck q^ lastet und der Gleitungswiderstand 9^^ = 
gesetzt werden kann (was üq = 0, 6q = 0, c^ = 0, d^ = voraus- 
setzt), erhält man 

-y, = ö, +64^0 + h^w^n'h +■ c, F| +• t?, F|* — gfin 



c \ / \ c '^ 



° "" 2/ "^ ' 

Hierdurch ist nach der obigen Formel für c die Geschwindigkeit in 
jeder beliebigen Tiefe x bestimmt. Die Geschwindigkeitskurve in Fig. Ha 
bleibt eine Parabel, deren horizontale Axe in einer gewissen Tiefe unter 
dem Flussspiegel liegt. 

Die durch eineii normalen Streifen von der Breite dy in der Zeit- 
einheit sich ergiessende Wassermenge Q ist 

Q = ^yßdx = (f, - -^-7/-) hdy 



Die Ausdrücke für Vq und V^ enthalten die fünf von der Beschaffen- 
heit der Flüssigkeit und der Sohle des Flussbettes abhängigen Grössen 
/, fl,, 6,, c,, d^. Eine Beobachtung der im Spiegel und auf der Sohle 
eines ungemein breiten Flusses von gegebenem Gefälle und gegebener 
Tiefe herrschenden Geschwindigkeiten Vq und F, ergiebt 

. _ gii^nh^ 

^ 2 (Fo - F,) 

giinh — a, — 6, g'o — hyW^n'h = c, F, -f dj F,* 
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Die Beobachtung der Geschwindigkeit v in drei anderen Tiefen x 
ergiebt mit Hülfe der Formel für v die Werthe von a^, 6,, c, und d,. 
Die 80 gefundenen Werthe können nur als Näherungswerthe der fraglichen 
Koeffizienten gelten, weil der Gleitungswiderstand der Luffc im Spiegel 
gleich null gesetzt ist. Mit Hülfe der allgemeineren Formeln für v, 9>q 
und (jp, ergeben jedoch einige Beobachtungen der Geschwindigkeit v in 
verschiedenen Tiefen auch die Werthe von a^, 6^, c„ und d^. 

Wir machen darauf aufmerksam, dass in einem oben offenen Fluss- 
bette von unendlicher Breite die Geschwindigkeit F, an der Sohle nur 
schwach mit der Flusstiefe %, nämlich kaum wie die Quadratwurzel aus h^ 
dass dagegen die Geschwindigkeit V^ im Spiegel sehr stark mit der 
Tiefe hy nämlich fast wie das Quadrat von h variirt. 

23. Das Prinzip der gleichmässigen Yertheilung des Druckes. 

Der allgemeinere Fall der Strombewegung lässt sich nicht ohne Ein- 
schaltung eines für alle elastischen Zustände und Bewegungen wichtigen 
Gesetzes behandeln, welches ich das Prinzip der gleichmässigen 
Yertheilung des Druckes nenne und folgendermaassen definire. 

Bei allen Formveränderungen und Bewegungen eines elastischen 
Körpers, welcher in einem oder in mehreren oder in allen Punkten von 
gegebenen JKräften angegriffen wird, kömmt eine Fortpflanzung oder Yer- 
theilung dieser Kräfte über die Masse des Körper^ in Betracht. Dieser 
Prozess ändert zwar nicht die Besultante der auf irgend eine Durch- 
schnittsfläche des Körpers kommenden Kräfte, welche mit den auf den 
betreffenden Körpertheil angebrachten Kräften stets im Gleichgewichte sein 
müssen ; er erzeugt aber, solange er nicht bekannt ist, gewisse Unbestimmt- 
heiten, welche die Lösung mancher Aufgaben geradezu unmöglich machen. 
So wird z. B. die Durchbiegung eines elastischen Stabes oder die so- 
genannte elastische Linie nur unter der Hypothese bestimmt , dass sich 
der Druck der Stützpunkte gleichmässig über alle in den Endflächen aus- 
laufenden Fasern vertheile, sodass sich auch die Schubkräfte zwischen den 
einzelnen Fasern in jedem Querschnitte entsprechend vertheilen und die 
normalen Querschnitte des gebogenen Stabes eben bleiben. Durch 
geeignete Vorkehrungen kann diese Druckvertheilung in manchen Fällen 
wesentlich geändert werden: so kann z. B. ein schwerer, auf einer 
horizontalen Ebene ruhender Würfel diese Ebene zwar nur mit einer durch 
seinen Schwerpunkt gehenden Resultante pressen: allein er kann diese 
Pressung in unendlich verschiedener Weise über seine Basis vertheilen 
und wird es auch thun, sobald die gepresste Ebene nicht in allen Punkten 
denselben Elastizitätsmodel hat, oder wenn sie ihm mit gewissen gegebenen 
Kräften entgegenwirkt, oder wenn er selbst nicht homogen ist. Ebenso 
kann in einer Sandmasse ein imendlich mannichfaltiges System von 
Pressungen und Gleitungswiderständen entstehen, wozu schon die Art der 
Auffüllung hinreichend sein würde. 

Ich stelle nun den Satz auf, dass wenn keine besonderen Ursachen 
zu einer ungleichmässigen Yertheilung des Druckes in einem Körper, wie 
z. B. üngleichartigkeiten in Stoff, Härte u. s. w. oder in den Angriffs- 
punkten der angebrachten Kräfte gegeben sind, die Druckvertheilung so 
gleichmässig, als es nach der Natur des gegebenen Systems nur möglich 
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iätf vor sich geht. Wenn man aher die gegehenen Unregelmässigkeiten 
des Körpers und der angebrachten Kräfte mit zu den gegebenen Be- 
dingungen des Systems rechnet, braucht für dieselben kein besonderer 
Vorbehalt ausgesprochen zu werden, uhd man kann das Prinzip der gleich- 
massigen Druckvertheilung dahin foimuliren, dass sich die auf ein Körper- 
system angebrachten Kräfte unter Wahrung aller statischen Gesetze so 
gleichmässig, als es die Bellingungen des Systems ge- 
statten, vertheilen oder dass diese Pressungen so schwach 
als nur möglich variiren, oder dass die Funktion, welche 
das Yertheilungsgesetz ausdrückt, wenn sie als ganze 
rationale Funktion der Ordinaien x, y, z dargestellt werden 
kann, von niedrigstmöglichem Grade ist. 

Zwei Anwendungen dieses Prinzipes haben wir bereits in Nr. 7 und 1 1 
gemacht; fernere Anwendungen bieten die späteren Nummern dar. Im 
Übrigen soll durch dieses Prinzip nicht ausgedrückt sein, dass sich das 
Yertheilungsgesetz unter allen Umständen durch eine ganze rationale 
Funktion darstellen lasse, wohl aber wird behauptet, dass wenn von den 
unendlich vielen möglichen Vertheilungsweisen , welche sämmtlich die Be- 
dingungen des gegebenen Systems erfüllen, sich eine Klasse durch solche 
Funktionen darstellen lässt, sich diese eher, als alle übrigen verwirklichen, 
und dass alsdann die niedrigste der letzteren Funktionen der Wirklichkeit 
entspricht. Wir werden eine durch ganze rationale Funktionen niedrigsten 
Grrades darstellbare Vertheilungsweise dieser Art, sowie die daraus hervor- 
gehende Bewegung eine vollkommen regelmässige nennen, er- 
kennen aber ausdrücklich an , dass die gegebenen Bedingungen unter 
Umständen unvollkommen regelmässige, durch allgemeine 
rationale Funktionen darstellbare, ja sogar unregelmässige, nur 
durch allgemeine algebraische oder transzendente stetige oder unstetige 
Funktionen darstellbare erfordern können, dass alsdann aber spezielle 
Ursachen obwalten, welche die regelmässige Vertheilung hindern. 

24. Ergänzung der Theorie der Integration partieller Diffe- 
rentialgleichungen. Die Integration der aus Nr. 17 hervorgehenden 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung erfordert eine Ergänzung 
der Theorie dieser Gleichungen. Zwischen den n unabhängigen Variabelen 
Xyj x,^ f . , , Xn der Funktion v sei die partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

"'Y^ + «'^ ^J + ... + «,-g^i- = F 

gegeben, worin üi, a.2t , , . a» konstante positive oder negative, reelle, 
imaginäre oder komplexe Koeffizienten, welche zum Theil auch gleich null 
sein können, und F eine beliebige gegebene Funktion der Variabelen 
«,,5:2, . . . Xn bedeuten. Bezeichnen nun 6r, , G^y . . . Om ^ will- 
kürliche Funktionen und stellt H eine beliebige bestimmte Funktion der 
Variabelen x^ , x^ 3 . . . x^ von der Beschaffenheit dar, dass 
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ist; so hat das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung die Form 

» = ff, 07.) + ö, (sr,) + . . . + ff« (g^) + H 
worin Qx, 92 9 ' • * 9m lineare Ausdrücke 

9\ == «I ^1 + /^l ^i + ri ^3 + • • • + T| ^—1 + «I Xn 
9z = «a^i + ß'i^i 4- ^2^^ + . • . + ^i^^l + f^'i^n 
93 = «3^1 + ßz^ + rs^3 + • • • + r^Xn^t 4- «3*» 

9m = Um X^ -\- ß„t X.^ -\- y^ X^ -{■ ... -f- ^m ü?»-! + «m Xn 

sind, deren Koeffizienten durch nachstehende Erwägung bestimmt werden. 
Die ersten und zweiten partiellen Differentialquotienten der Grössen 9 sind 



^S'i 


dx, 


^9x 


dx^ 


^ff, 



= «, ^ J = «2 .^— = «3 etc. 



= i». -1^ = Ä -1^ = ft etc. 

* X^ ^ x^ ' 

^. __ 9o __ ^9^ _ 

u. s. w. Hiemach hat man für die ersten partiellen Differentialquotienten 
von V 

= «, 6r/ -}- «2 6^2' + ... + «m Gr*m + 



y^ = ^1 ö,' + ß2 G-'/ + ... + ^m G'm H — g^ 

-0^- = r, Gi' + ^2 Ö2' -h . . . + y^ ö'^ + -^-— 

t/ «i/o C «I/n 

u. s. w. und für die zweiten partiellen Differentialquotienten 

~\ = < G," + <h' ff." + «,* ff," + . . . + ai g;l f ^ 
8^7 = ß;' ff." + ä;^ ff," + ßz" ffa" + . . . + /j^ ff;' + ^ 

— — — — V 2 ^ " -4- vo^ ^x " -I- V '-* ß^ " 4- 4- V 2 /;i" -L ^ -^ 

^ ^ 2 — ^1 ^1 i^ ^2 "^2 i^ ^3 "^3 ^ • • • i^ ^m "^»» T^ ^^^' 
o 3 

u. s. w. Hierdurch wird die gegebene Differentialgleichung 
(a, «.* + a,^,« + 03^,« + . ..) ff," + (a, «,» + «,/?,» + 0,^^« + . . .) ff./' 
+ (a, «3' + a,/?,« + Oj;',* + . . .) ff," + . . . 
+ (a. « ^ + a, |9^ + «3 y^ + . . .) ff^ 

Da die Summe der zweiten Differentialkoeffizienten von H nach der 
Voraussetzung gleich F ist; so muss der in die zweiten Differential- 
koeffizienten G" multiplizirte Theil der vorstehenden Gleichung gleich 
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null sein. Diess ist wegen der Willkürlichkeit der Funktionen G nur 
möglich, wenn jedes Glied für sich gleich null, wenn also 

a, «,2 + o^-ißi'^ + <hr\'^ + ... = 

«1 «3^ + «2 ß2^ + «3 ^2*" + . . . = 

«I «3*' + ^ßi' + «3 7^3 "' + ... = 

ist. Aus jeder dieser m Gleichungen kann man eine der darin enthaltenen 
Unbekannten u, ßj y , , . bestimmen. Nimmt man die n-te ; so erhält man 



CO. 





. -L a„^i T,2) 




. + a;,_i tJ) 






V a! ^"' ""' + "^ ^"' + "^^ 



'".» = V .. («I «i + «2 ßl + fl-, r.,^ + • • . + ««-1 t3 



>» ' . r. * ffl^ 



Unter jedem dieser Wurzelzeichen stehen n — 1 Unbekannte a, ß,y . . . 
iiTid wenn man die erste derselben absondert und vor das Wurzelzeichen 
stellt, wodurch man 



w, 



Cr}. 



«3 



= ;tV-[-.-.(f:)'-.C:)' + - 


• • 


= ;^V'-[».+».(f:)' + ".(:•)' + ■ 


• • 


'^kV~["^0'--^:J^- 


■ • 



o> 



w/ 



= v;^V-[».-«-(£)' + ». (:-:; + ■■■] 



erhält ; so stehen unter jedem Wurzelzeichen n — 2 Unbekannte in der 
Form 

u. s. w. Dieselben bleiben willkürlich: setzt man also dafür die einfachen 
Symbole 

(-!:-)'-(::)' = — (:;)■='. 

Scheffl er, Hydraulik. ß 
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(^)'=- ©'—■■(;■)■='. 

also __ __ 

ßi = «I /^ ri = «iV^ . . • Ti = «1 V^^_ 

i?2 = «a Vi^i 7:2 = "a V^g2 . . . T.^ = «2 V^^2 

/^3 = «3 V^ ^:^ = «3 y^Qz . . . T3 = «3 vx 
u. 8. w., zuletzt ^ 

ßm = «»» Vpm Ym = "w» V q.M - • - l^m = «w* V ^m 

80 wird 

g^ = W-— p, Van + x^ Van p, + x^ Van q^ + • • • 

+ Xn-iVan ^ 4- a;„ V— (a, -r O2P1 + «s «i + • • • + ««-i^i)[ 
g.^ = T/^^ U, Van 4- ^a ^«» JPa + ^« V^«- «-^ + • • • 

+ Xn-lVan ^2 + ^n V— («, + «2 P-. + «a «3 + - • • + ««-i ^2) 

+ Xn-iVant^ + a?„ \A— (a, + a.^p^ + o„ g^ + . . . + ««-j^a) 
u. 8. w., zuletzt 

gm = y=" U, /an + a?, VanPm + ajg Va« ^m + . . . 

+ a^n-iV^ön^m + a?„ V— (a, + «ai^»» + «s 3'm + . . . + a«-i^m)[ 

D* Pi> ^i> • • • ^1» JP2» Ö'a» . . . ^2» • • • ^' s« w. sowie auch «,, «2» 
. . . a„, willkürlich bleiben oder nicht in Beziehung zueinander stehen; so 
stellt jeder dieser m Ausdrücke für g^y g,^, ... ^,„ dieselbe allgemeine 
Funktion der Variabelen rtr, , x,^, ... Xu dar. Dabei ist zu beachten, dass 
die Wurzelgrösse in jedem Gliede zweideutig ist: will man also nur mit 
eindeutigen Funktionen rechnen; so unterscheiden sich die Funktionen g 
lediglich durch die Zeichen ihrer Glieder. Jede dieser m Funktionen hat 
n Glieder; es sind also 2'» verschiedene Zeichenfolgen möglich: da jedoch 
die Umkehrung aller Zeichen keine neue Funktion erzeugt, so kommen 

nur V, . 2" = 2**-^ verschiedene Ausdrücke für g in Betracht, d. h. es 

ist m = 2**~^ zu nehmen. Bezeichnet man hiemach mit p, q, , . . t über- 
haupt n — 2 willkürliche positive, negative, reelle oder komplexe Zahlen; 
so kann man, in Betracht, dass g^ , g^ • • • gm wi willkürliche Funktionen 
bezeichnen, die m Ausdrücke g ^ j g^ ' * ' gm mit Unterdrückung der vor 
der Klammer stehenden konstanten Koeffizienten in die gemeinsame Formel 
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^ = iC, Yon + a?a V (inP dt X^ Yün Q ±. - - - it ^n-1 V dn t 

± XnV— (a, + a^p + a^q — . . , + an-.it) 

kleiden. Wenn man für die n — 2 willkürlichen Grössen Vp, vq, . . ,v t 
die einfacheren Symbole %» **3> • • • **»-i s^tzt so wird diese Formel 

(/ = rP, Va» +. SO2 U.^ V an + X^ U^ Van ± . . . ± Xn-iUn-l Van . . . 
± Xn V — (a, + a.U^ + 03^3* + ... + an lUn-l^) 

Eine willkürliche Funktion G(g) kann durch eine Summe von Po- 
tenzen der Grösse g mit positiven und, negativen, ganzen und gebrochenen, 
reellen und komplexen Exponenten, also in der Form 

G(g) = 2 Ag" 

dargestellt werden. Eine gleiche Form kann die Funktion H haben. Ge- 
stattet die Natur der Aufgabe, dass sowohl G wie H ganze rationale 
Funktionen sein können; so hat die Zusatzfunktion H die Form 

ff = a + 6, a?, +62^2 + ^3^3 + • • . + c, a;,* + ^2^*^.2 
-f C3 ÄJj,*'^ + . . . + ^1 ^1^ + d^x^'^x^ -f- d^x^x^^ -f etc. 

Bildet man hieraus die Funktion a, ^ — 0- + ^2 o "^ + ®tc. und 

c x^ ^ ^2 

setzt dieselbe der gegebenen Funktion F gleich; so ergiebt eine Identi- 
fikation aller Glieder von gleichen Dimensionen die Beziehungen, welche 
zwischen den Koeffizienten von H und F bestehen müssen. 

Ich bemerke, dass die Funktion H nicht in den Funktionen O ent- 
halten ist, dass sie also in dem allgemeinen Integrale für generelle Fälle 
nicht fehlen darf (auch dann nicht, wenn ^ = ist). 

Es ist nicht schwer, die vorstehende Entwicklung für den Fall zu 
erweitem, dass die linke Seite der gegebenen Gleichung alle partiellen 
Differential-Koeffizienten vollständig enthält, wie z. B. für zwei Variabelen 
die Gleichung 

ox^ cxcy z^ 

Es ist auch nicht schwer, die Entwicklung für eine Differentialgleichung 
von jeder beliebigen höheren Ordnung, welche nur die höchsten partiellen 
Differentialquotienten enthält, wie z. .B. die Gleichung 

dx^ cx^oy cxcy^ oy^ 

sowie auch für die von erster Ordnung, welche nur die ersten Differential - 
quotienten enthält, zu erweitem, indem die Ausdrücke g stets die lineare 
Form behalten und nur der letzte Koeffizient eines jeden aus der be- 
treffenden Gleichung für die Ordnung r als eine Wurzelgrösse vom Grade r 
(für die erste Ordnung als eine rationale Grösse) zu bestimmen ist: man 
erhält nämlich für /; in dem Integrale der Gleichung 

^' -^'v ^ ""' ^^7 + ... + «. ^-.- = F 

6* 
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(Ion Ausdruck 

r r r r 

y — x^ Van + ^•^'^•^iV an + x.^u^V an + ••. + x^-iUn-iV a^ 

r 

Ua jed(^ Wurzelgrösso vom Grade r r-cleutig ist; so stellt die Formel 
6' (//) überhaupt m = r" ' willkürHche Funktionen G dar und die 
Zusatzfunktion H inuss die Bedingung 

erfüllen. 

Wir beschränken uns hier auf das für die Hydraulik Nothwendigo 
und bemerken für die Funktionen mit zwei Variabelen x und t/, dass die 
(rleichung 

- «^ '': + v^ '': = F 

c x^ ( y^ 

wofür a, = - a\ a., = li^, n = 2, m = 2, ?*2 = ^ i**^» '^^^^ Vor- 
stehendem das allgemeine Integral 

Cr, {hx + ay) + r;., (i^ - ay) + // 

hat. Das Integral der Gleiehung 



„•. :. :, + j^ " : = F 



6 x" ( y 

ist dagegen für V — 1 = i 

6r, (6a; + ayi) + G^ Q)x —- ayi) -|- Ä 
Die Funktion JF/ ist in diesen beiden Fällen durch 

4- a'^ /; + 6^ , -. F 
( x^ ( y^ 

bestinnnt. 

Für a — reduzirt sich das Integral der Gleichung 

worin ?5 als eine Funktion der beiden Variabelen x und y gilt, auf 

V = G, (hx) 4- G, (bx) -\- H = G (X) + H 
worin G (x) ehie beliebige Funktion von x, der Zusatz H jedoch eine be- 

liebige Funktion von x und y ist, für welche b^ .^ = F ist. 

Wäre r nur eine Funktion der einen Variabelen ty, also a? = 0, so 
hat 6r (x) — (r (0) die Bedeutung einer Konstanten C und in der J'ormel 
V = C -\- II ist II nur eine Funktion von y. 
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•>. 
Für die Gleichung erster Ordnung 

a ^ +6 ,, = F 

X öy 

wo r = 1, n = 2, m = 1 ist, findet sich leicht die Bedingung 
aa -\- bß = 0, also ß = — -, , folglich g = bx — ay und 
t; = G {bx — ay) + K 

25. Bewegung des Wassers in einem Flussbette von endliclier 
Breite. Wir setzen jetzt einen Fluss von konstantem Gefälle mit sym- 
metrisch geformtem Bette von endlicher Breite voraus. Indem wir zur 

Abkürzung = m setzen, haben war nach Nr. 22 die Momenten- 

gleichung 

~dx' + ^2/' "" ' ^ 

Das allgemeine Integral dieser partiellen Differentialgloichung zweiter 
Ordnung mit den beiden unabhängigen Variabelen x und y ist nur mit 
Hülfe komplexer Grössen darzustellen : man hat nach vorstehender Nummer 

V == G, {X + yi) + G, {x - yi) + H 

worin G, und 6r., zwei willkürliche Funktionen und H eine solche Funktion 

darstellt, für welche ^ ., -h .> = — ni ist. Jede Funktion 

dx^ cy^ 

Gr (^ -{- y^) kann als die Summe beliebig vieler Glieder von der Form 
^ (^ + yiy ußd jede Funktion H kann als die Summe beliebig vieler 
Glieder von der Form B x^ y* dargestellt werden, worin A und B be- 
liebige konstante Koeffizienten und r, S, t beliebige konstante Exponenten 
bezeichnen. Wegen des in Nr. 23 aufgestellten Prinzipes, welches ver- 
langt, dass die Geschwindigkeit v so schwach wie möglich variire, und da 
diese Geschwindigkeit für alle Werthe von x und y unzweideutige Wertlie 
haben muss, sind alle unganzen und negativen Exponenten r, s, t aus- 
geschlossen, man hat also 

G, {X + yi) = A^ + A,{x \- yi) + .1, {x + yiy -f A.^ (x -{-yi)' +■ . . . 
Go {X — yi) = Bq + B^ix — yi) +- B., (x — yi)'^ + -0;^ (^ - yi)^ + • • • 
Hr=: A ^ Bx + B,y + 6V + 0,xy + C,y' + Bx' 
+ D.xUj + D,xy' -f D,y^ + ... 

Das Prinzip in Nr. 23 verlangt ferner, dass der Grad der Funktionen 
6r, , Gl, H so niedrig wie möglich sei , und demzufolge sind in diesen 
Reihen die Glieder von den niedrigsten Graden an aufwärts in derjenigen 
Anzahl zu nehmen, für welche die Bedingungen der Aufgabe zur Be- 
stimmung des Koeffizienten A, B , C . . . eben ausreichen. Beschränken 
wir uns vorläufig auf die Glieder bis einschliesslich der kubischen. 

Die Geschwindigkeit -v muss nothwendig einen reellen Werth haben. 
Demnach sind für die Koeffizienten A und B in den Funktionen 6r, und 
Gfj komplexe Zahlen zu setzen, was für die Koeffizienten der Funktion H 
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nicht nöthig ist. Indem wir daher in dem Werthe von v alle konstanten 
Glieder in ein einziges a^^ + &o^ zusammenfassen, setzen wir 

i; = ao + b^i + («i + *! i) (^ + yi) + K + ^^i) (^ + yi)'^ 
+ (a^ + bj) (X + yiy + (c, + d, i) (a? — 3^ + (^a + ^2 *) (^ — V^Y^ 
+ (a, + b,i) (x-^yiy +Bx + B,y + Cx'' + C,xy+ C,y' 
+ Dx- + D,x^y + D,xy^+Dy 

Wenn man die einzelnen Glieder entwickelt und das Reelle vom 
Imaginären scheidet; so muss das Letztere verschwinden, es müssen also 
die Koeffizienten aller imaginären Glieder welche für x und y von gleichen 
Dimensionen sind, gleich null sein. 

Diess fordert \ = 0, c, = a, , C2 = 0.2 » ^s = 0^3 , d, = — h^, 
cIq =^ — 62» ^3 = — ^3 ^^d man hat 

V = tto + (a, + 6,1) {X + yi) + (a^ + 6.^ i) (x + yi)^ + (a^ + \%) (x + y i)'** 
+ (a, — b, i) (X — yi) -f (a., — \ i) {x ~ yi)'^ + {a.^ — \i) {x-^y iy 
+ Bx + B,y+ CaJ«+ G,xy ^ C,y^ + Dx^ + D.x'^y + D,xy' 

oder, entwickelt., und wenn man das Symbol v mit F"x y vertauscht , um 
damit die Geschwindigkeit anzudeuten, welche der normal auf dem Fluss- 
spiegel stehenden Ordinate x und der horizontalen Ordinate j^ entspricht, 

F'xy = a, + {B + 2a.) x + {B, — 26.) y + (C + 2a^) x' 

+ (C, - 4b,) xy + (C, ~ 2as) y» + (D + 2a,) x^ 

+ (D, - 6b,) «»y + (A - 6*3) «y* + (A + 2 6,) y^ 

Differentiirt man diese Ausdrücke einmal für x und einmal für y und 

setzt y = ^xy, y> = ^xy; so ergiebt sich 

^ (Pxy = (B + 2a,) + 2 (C + 2a,) x + (C, - 4b,) y + 
3 (2) + 203) «•* + 2 (D, - &\) xy + (D, - 603) y» 



7 



1 

7 



>P,, = (A - 21.,) + {C, - 46,) « + 2 (Ci - 2a,) y 

+ (2), - 663) X* + 2 (D, - 6a,) «y + 3 (D3 -f 2&3) y^ 

Wir setzen ein symmetrisches Querprofil mit einem in allen Punkten 
gleich belasteten Spiegel voraus. Legen wir dann den Anfangspunkt der 
Ordinaten x und y in die Mitte des Spiegels und setzen die normal zum 
Spiegel gemessene Tiefe x = h und die halbe obere Breite des Spiegels 
2/ = fc; so muss für jedes beliebige gegebene x sowohl F, als auch <P 
für + y und — y denselben Werth haben, aus den Ausdrücken für V 
und müssen also alle Glieder verschwinden, in welchen y unpaare 
Exponenten hat. Der Widerstand ^ dagegen muss für + y und — y 
der Grösse nach gleich, dem Zeichen nach aber entgegengesetzt sein (vgl. 
in Nr. 22 die Werthe von «jPq und y,), und demzufolge müssen aus dem 
Ausdrucke für ^ alle Glieider verschwinden, in welchen y paare Ex- 
ponenten trägt (wozu auch das konstante Glied imd jedes Glied, welches 
kein y enthält, gehört). Hiemach muss JB, — 2 6, = 0, C| — 4 6.^ = 0, 
2), — 6l>3 = 0, Dj +263 =0 sein und man hat 
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F,y = «„ 4- (B + 2a,) ^ + (0+ 2a,)a;« + (C, - 2a,)p' 
+ {1) + 2o,) x» 4- (A - 603) a^y* 

J. <l),y = (S + 2a,) + 2 (C 4- 2oj) a; + 3 (2) + 2a,) «» 

+ (2), - 60,) y« 
j «>,, = 2 (C, - 2a,) y + 2 (A - 6«,) «y 
Die Bedingung, an welche die Fimktion H geknttpft ist, lautet 

1^ + ^ = 2{C+a,) + 2(A + 82» o; 

+ 2 (D, + 3 2)3) 2/ = - M 
und erfordert 

C + C, = - -^ , D, + 3 D = 0, D + 3 2)3 = 

Hierdurch wird 

F.y = a„ + (jB + 2a,) o; + (C + 2a2) x' + {C, - 2a2) y' 
+ (2) H- 203) rc» - 3 (2) + 2aJ xy' 

1 <«>xy = (2? + 2a,) + 2 (C 4- 203) a; + 3 (2) + 2a.,) x' 

- 3 (2) + 2a3) 2/'^ 

A ^i,y = 2 (^ - 2a,) f/ - 6 (2> + 2a3) xy 

worin (7 + Gj = — ^ ist. 

In der Formel für V^y befinden sich 5 unbekannte Koeffizienten a^,, 
B + 2a, , C + 2a^, Ca — 2a.^, B -f 203. Zur Bestimmung der- 
selben hat man, wenn auf dem Spiegel der atmosphärische Druck q pro 
Flächeneinheit ruhet und der Gleitungswiderstand von Luft und Wasser 
^oy = gesetzt wird, für ein rechteckiges Querprofil 

j *., = (5 + 2a,) - 8 (D + 2o») y' 

= Jr(a + 6g4-cFo,„ + d Voy' = 

j </'*, = (B + 2a,)4-2(C+2aa)A + 3(Z) + 2o3)Ä'^-3(i)+2as)j; 

= - f. (a' + h-q + 6'u; n'Ä + c'Vh, + rf' F»/) 

1 

f iP^fc = 2 (Cj — 2o,) fc - 6 (D 4- 2 0,) Ä« 

= - -y (a" 4- b"ä 4- h"wx 4- c" F,i. 4- d" F«*''). 

Aus der ersten dieser drei Gleichimgen folgt (indem a = 0, 6 = 0, 
c = ist) £ 4- 2 a, = und i) 4- 2 a, = 0, mithin 

V.y = Co + (C 4- 2a,) »* + (C7, - 2aj) y» 



2 
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und daher 
1 



1 

/ 
1 
/ 



9f,„ = 2 (C, - 2a^) y 



f 

1 
/ 



<»»o = 2 (C + 2a^) h 

= — J. («■ + b'g + b'wn'h + C F*« -f <?' F^o'') 

<l>,., = 2 (C + 2 a,) h 

_ _ 1 



(«• + ft'2 + ft'ww'A + c'Via- + d'Vnk') 



y 91^, = 2 (C; — 2a,) J' = - f («" + *"9 + c" Fofc + d" Fot'') 

\ qs,, = 2 ((7. - 2 a.,) k 
f 

= - ! («" + b"q + b"wh + 6"F,a + d'-V,,,;') 

Hierin ist 

F,o - % + (ü + 2 a,) h' 

FoA = a„ + (C, - 2 «2) fc*' 

F„, = «0 + (C + 2o,) Ä* + (C2 - 2a,) P 

Denkt man sich aus den vorhergehenden vier Gleichungen die Grösse 

Vf,k eliuiinirt und für V^o wnd Vok- die vorstehenden Werthe substituirt; 

so hat man zwischen den drei unbekannten Koeffizienten a^jC-^- 2 a., 

und Cjj — 2 02 vier Gleichungen , nämlich die nach der Elimination von 

Vkk- verbleibenden drei und die Gleichung 

C + C, = (C + 2a,) + ((7, - 2a,) = - ^ 

Dieser Forderung kann nicht entsprochen werden : die Auflösung 
ist daher mit einer Funktion von v , welche nur bis zu den kubischen 
Gliedern aufsteigt, nicht herbeizuführen. Nur für absolut glatte vertikale 
Seitenwände , welche dem Wasser nur Adhäsion a'\ aber keine Reibung 
6" darbieten und keinen Verlust an lebendiger Kraft erzeugen, für welche 
also b" = 0, c" = imd d" = ist, liefern die vorstehenden Formeln 
die Auflösung, indem alsdann ^oa = ^hk- wird, also eine Bedingungs- 
gleichung wegfällt, sodass nun die drei Unbekannten aus drei quadratischen 
(ileichungen zu bestimmen wären. 

Zm- Auflösung des der Wirklichkeit entsprechenden Falles haben wir 
also in der Gruudformel für v bis zu den Gliedern vierten Grades aufzu- 
steigen. Anstatt jedoch den obigen Weg zu wiederholen, wollen uvir 
sogleich das Integrationsverfahren mittelst Reihen einschlagen, weil das- 
selbe hier, wo es sich um rationale ganze Fimktionen handelt, das ein- 
fachste ist. Setzen wir also mit Unterdrückung aller Glieder, welche un- 
paare Potenzen von y enthalten 



2 
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y.'!, = «ü ^- «I ^ + «2 ^'^ + «s 2^^ + ^^4 ^'* + «b ^2/^* + «6 ^* 

so wird 

rV 1 

P = - <^a:«/ = «, +2a.^x + S a^ x^ + a y^ -f 4 flg a;^ + 2 a, a;i/ 

cV 1 

'Ix'- + ^'^f- = 2 (a, + a^) + 2 (a, + 3aJ 0^ + 2 (a, + 6a,)aJ*^ 

+ 2 (fl, + Gag) y' 

u 

Da die letzte Summe = — u sein soll; so muss a.^ +«3 = — q » 

«5 + Sa^ = 0, er, + 6«6 = ^» ^7 + ^% = ^' ^^'^^^^ <*5 = — 3^-4» 
«7 = — ^ ci^, % =^ ög ®^^'^' Diess giebt 

Vjr,, = Uq + a^ X -\- a., yp- -f a^ y^ + a, rc^ — 3a^ xy^ 

+■ tfß ic^ — 6«« a?*^«/'-* 4- ö« 2/* 

\ ^'xy = a, + 2 a, n: + 3 a, a;*^ - %a,y' + 4a6 a:^ + 12 ci^ xy' 



^Pry = 2a.^ y - (>a^ xy - 12 a^ x^y + ^a^ y" 
Damit für den Spiegel 

^ (Poy = a, - 3a, y' = 

sein könne, muss aj = und a^ = sein; man erhält daher 

F^y =^ a^ -\- a^ x^ + a^ y' 4- ög a;* — 6a, a;*^^/'^ + a, 2/^ 

- a>^y = 2 a., a; + 4a6 a;'' — 12 a^., a;^/*^ 

j. ^i,j, - 2a^.. 2/ — 12ag x' y + 4a, y^ 
und hiernach 

!. ^/>Aü -. 2a2 A + 4ag Ä" =-. - ^ fa' + b' ii + 6't(;n'A 

^ d^,, = 2a., A + 4a.h^— 12a^ hk'^ = - ^ (a' + h' q -{- b' w 71' h 

^ «l>ot = 203 i + 4ag fc-^ = - ^ (a" + 6"ri + c" Fo,. + rf" Fo^'O 
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^^ ^^^ = 2«, k - 12 a« Ji^ /ß + 4 a« Ä;^ = — ^ («" + h" q 

Hierin ist 

Vho = «0 + ö-i Ä* + «6 ** 
Fojfc = a,, + «3 Ä* + Qq k* 

Vhi. = a„ + a, h^ J\- a,P + a« h' ~ 60« Ä^ P + a, /c* 

Wird aus der zweiten und vierten der vorhergehenden vier Gleichungen 

die Grösse Vhk eliminirt und werden in der ersten und dritten für Vho 

und Vo Je die vorstehenden Werthe substituirt ; so ergeben sich für die vier 

unbekannten Koeffizienten a^, a.^, a^, a« vier Gleichungen, nämlich die nach 

wi 
der Elimination verbleibenden drei und die Gleichung a^ + «3 = ^* 

Hieraus können also die Koeffizienten sämmtlich bestimmt werden (was 
allerdings die Auflösung eines Systems von quadratischen Gleichungen mit 
vier Unbekannten verlangt) und nachdem Diess geschehen, ist jede der 
Funktionen F, (P, ^* und dadurch die Bewegung des Stromes bestimmt. 
Die Geschwindigkeit, welche in der Mitte des Flussspiegels Fq = a^ 

c) F 1 

ist, hat an derjenigen Stelle ihren Maximalwerth, wo -^ — = (/>^y = 

8 F 1 

und zugleich -^ — = — — <P^« = ist: Diess ist nach den vorstehenden 

<^y f ^ 

Formeln für a; = und 3^ = 0, also in der Mitte des Spiegels der Fall. 

Liegt auf dem Strome eine Decke, z. B. eine Eisdecke, oder eine 
Reibung ausübende Luftmasse ; so hat man statt (/>o y = die Bedingimg 
fy>oy = c zu setzen, wodurch sich a, = c und a^ = und die daraus 
leicht folgende Modifikation der Formeln ergiebt. Die grösste Geschwindig- 
keit eines solchen Stromes liegt dann in der mittleren Vertikalen in einer 
gewissen Tiefe unter dem Spiegel. 

Die Durchflussmenge ist 

dy j V.,j dx = 2AA; j s 4- ^-a,»A* + -J- a, P 



+ [ «6 *' - 3 "^ '''''' + l «eZ-^'j 
also die mittlere Geschwindigkeit 

V' = a,+ -J a, h'+ l a, P + 5 «e *' - 3 «e *' *' + 5" «6 _^' 

welche nahezu in der Tiefe x == h \/ -w- und im Abstände y = k W .. 

von der mittleren Vertikalen, also in der Nähe des Mittelpunktes der 
rechts oder links von diesen Vertikalen liegenden Stromhälfte herrscht. 
Bei allen diesen Formeln für Q und F ist zu beachten , dass die Koef- 
fizienten üqj Og, a, , a^ Funktionen von h und k sind. 



i 
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Setzt man den Gleitungswiderstand 9^xk an den vertikalen Uferwänden 
als null voraus; so muss a^ = und Og = werden, was Vxtf = 
^0 4" ^2 a:^, also die Formeln aus Nr. 22 ergiebt. 

Die Berechnung der Koeffizienten Oo, a^, «g, Og aus den obigen 
Grleichungen ist eine mühsame, nur durch Näherungsmethoden ausführbare 
Arbeit: man wird derselben für die praktische Anwendung durch ab- 
kürzende Substitutionen auszuweichen suchen und sich mit Näherungsformeln 
begnügeA müssen. Vernachlässigt man zu dem Ende zuvor den Unter- 
schied der beiden Geschwindigkeiten F;,o und Vok, so hat man 

«2 A'^ — Ö3 ¥ = flg (fc* — h*) 
Nimmt man die beiden Koeffizienten & und c" als gleich an, so er- 
giebt die Elimination von Vhk zwischen der zweiten und vierten der 
obigen Gleichungen, wenn man zur Abkürzung 

1 
27 (a' -f b'q + h'wn'h) = A' 

27 (^" + 6"3) = ^" 
setzt, 

a.,&'h -^ a^&k = 2 { c'k (k'^ -^ 3h') — c"h {h^ — Sk'')\ a« 

-f- c'Ä'' - c"Ä' 
Ausserdem hat man 

«2 + Ö3 = 2" 

Aus diesen drei Gleichungen ersten Grades lassen sich die drei 
Koeffizienten «2, ^3, a^. leicht bestimmen. Will man dann die Geschwindig- 
keit Vqq = öq, welche in der Mitte des Flussspiegels herrscht, als eine 
durch Beobachtung zu bestimmende Grösse in den Formeln beibehalten; 
60 ist damit die Sache erledigt. Will man Diess nicht; so ergiebt sich 
o,„ wenn die erste der obigen Gleichungen für Vho aufgelöst und dieser 
Werth gleich a^ -{- Og Ä^ -|- öfgÄ* gesetzt wird, durch die Beziehung 

«^ = — a.,h' — a^h* + y% {— a^h — 2a^h^ — Ä') 

Wenn die Uferwände nicht vertikal sind, sondern sich unter dem 
Winkel d gegen den Horizont neigen; so hat man nach Nr. 10 als 
(Tleitungswiderstand in dieser Uferböschung für jeden vertikalen Streifen 
gegen dessen horizontale Grenzfläche (p = y/ cos ö und für jeden hori- 
zontalen Streifen gegen dessen vertikale Grenzfläche iff = fp* sin S pro 
Flächeneinheit zu setzen, worin y' den Widerstand a" + b*' q -{- b"xvn*h 
+ c'*Vxy + d" Vxt/ in der schrägen Böschungsfläche bezeichnet. Hier- 
durch werden die obigen Formeln nur unwesentlich beeinträchtigt, indem 

co^ 1 sin Ö 1 

in denen für (J> nur — ;;— für - und in denen für ^ nur — ^r- für - 

/. / ff 

an die Stelle treten. Übrigens sind jetzt die in einer Flusshälffce links 

oder rechts von der mittleren Vertikalen liegenden vertikalen Streifen in 
zwei Theile zu zerlegen. Der erste Theil umfasst die durch die hori- 
zontale Bodenfläche, für welche y = fc' sei, begrenzten Streifen, der zweite 
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Theil umfasst die von der Böschung begrenzten Streifen von y = k' bis 
y = k. Die horizontalen Streifen bedürfen keiner Sonderung. Diese 
Rechnung wird dann für jeden Punkt der vertikalen Linie, welche der 
Ordinate t/ = fc' entspricht, zwei verschiedene Geschwindigkeiten ergeben, 
die eine gehört dem links, die andere dem rechts liegenden Faden an: in 
diesen Punkten werden also theoretisch die horizontal neben einander 
liegenden Stromfäden mit einer endlichen relativen Geschwindigkeit an- 
einander gleiten. In der Wirklichkeit gleicht sich diese Diiferenz vermöge 
der Adhäsion der Flüssigkeit und vermöge der Ausrundung des Flussbettes 
in dem Brechpunkte in der Nachbarschaft jedes Punktes mehr oder 
weniger aus. 

Bilden die Seitenwände des Flussbettes mehrfach gebrochene oder ge- 
krümmte Linien , oder variirt der Gleitungswiderstand zufolge einer vari- 
abelen Rauhigkeit der Wände ; so wird man im Allgemeinen für V eine 
Funktion von höherem Grade ohne Ausschluss der Glieder mit unpaaren 
Exponenten von y (wenn das System unsymmetrisch ist) annehmen müssen, 
was übrigens für die Koeffizienten a^ , a, , ag , ... nur eine grössere An- 
- zahl von Gleichungen , jedoch keine Gleichungen von höheren Graden 
herbeiführt. 

26. Ergebnisse aus den vorstehenden Formeln. Wenn die 
Wände des Flussbettes so wenig rauh sind, dass durch das Gleiten der 
Flüssigkeit keine Verluste an lebendiger Kraft entstehen, also die Koef- 
fizienten d' und d" = gesetzt werden können; so erhält man zur Be- 
stimmung aller Unbekannten nur Gleichungen ersten Grades, welche leicht 
aufzulösen sind. 

Könnten die Koeffizienten c' und c", welche fast immer sehr klein 
sein werden, vernachlässigt werden ; so erhielte man aus den Werthen von 
(J> und ^^ zwar keine Gleichungen ersten Grades , aber doch reine 
quadratische Gleichungen. 

Wären sowohl c' und c" als auch d' und d" gleich null; so folgte 

aus den beiden Gleichungen für Vho und V/,k «e = 0, aus den beiden 

b" w 
Gleichungen für ^o ;;• und %i i- dagegen a^ = ^ ^^ 7 7 > was unmöglich ist, 

wofern nicht &" = ist. Der Werth h" ^^ kennzeichnet aber eine 
Flüssigkeit, welche auch ohne Reibung gleitet, ein Fall, der in voriger 
Nummer besonders hervorgehoben ist, der jedoch in der Wirklichkeit nicht 
vorkommen wird. 

In der Wirklichkeit bedeutet die Annullirung der Koeffizienten c\ c", 
d\ d" die Unabhängigkeit der Gleitungswiderstände (p und */' von der 
Geschwindigkeit v, also auch die Unabhängigkeit der Geschwindigkeit v 
von den Gleitungswiderständen 7) und ip. Ein solcher Zustand kann nur 
bestehen, wenn v einen konstanten, für alle Elemente des Stromes gleichen 
Werth hat, während die Gleitungswiderstände (!>xy und ^^^y für alle inneren 
Elemente gleich null sind, für alle Grenzelemente aber konstante Werthe 
annehmen. Dieser Fall ist also die Bewegung eines unveränderlichen 
Systems von materiellen Punkten , wie es ein starrer Körper darbietet 
in einem glatten, nicht reibungsfähigen, aber adhärirenden 
Bette. 
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Ein solcher zusammenhängender Körper kann natürlich in einem 
glatten Bette auch dann noch gleiten, wenn er Reibung verursacht, 
d. h. wenn b' und b" endliche Werthe haben, indem alsdann statt der 
obigen Formeln die gewöhnlichen Formeln in Kraft treten, welche lehren, 
(kss ein starrer Körper in einem Beftte von gegebenem Gefälle nur mit 
einer einzigen bestimmten konstanten Geschwindigkeit herabgleiten kann. 
Ein Flies sen, d. h. eine relative Bewegung der benachbarten unendlich 
iliinnen Schichten und Fäden ist jedoch nur möglich, wenn die Flüssigkeit 
li ('i b u n g oder überhaupt (i 1 e i t u n g s w i d e r s t a n d darbietet und 
(lieser Widerstand nicht nur vom Drucke, sondern auch 
von der relativen Geschwindigkeit abhängt, sodass die Aus- 
drücke für die Gleitungswiderstände (p und qt jedenfalls das Glied c v und 
bei rauhen Gleitflächen das GHed dv' aufnehmen. In Nr. 30 werden wir 
zeigen, dass die Abhängigkeit der Reibung vom Drucke für gewöhnliche 
Flüssigkeiten unbedeutend ist und meistens vernachlässigt werden kann. 

Für starre Körper ist die Abhängigkeit zwischen der Reibung und 
«ler Geschwindigkeit zwar kein unbedingtes Erfordemiss: insofern jedoch 
(li(^ Ursache jener Abhängigkeit als eine durch das Wesen der Materie 
sclilochthin bedingte Beziehung angesehen werden kann, muss man schliessen, 
dass in der Wirklichkeit auch die Reibung der starren Körper von der 
<Jleitgesch windigkeit abhängig ist, wenn auch diese Abhängigkeit erst bei 
grossen Geschwindigkeiten merkbar wird. 

27. Bewegung in einem gekrümmten Flussbette. Wenn die 
Horizontalprojektion eines Flusses von konstantem (iefälle ein kreisförmiger 
King ist , wenn sich also der Fluss schraubenförmig um einen vertikalen 
Zylinder schlingt ; so wird sich der Spiegel von dem konvexen gegen das 
konkave Ufer nach Nr. 16 in einer parabolischen Linie erheben. Hier- 
durch wird die Wassertiefe eine Funktion der Ordinate y werden. Behält 
man den Anfangspimkt des Systems der vertikalen Abszisse x und der 
horizontalen Ordinate y in der Mitte des Stromspiegels bei, setzt die 
Wassertiefe in der Mitte gleich Ä, die halbe Strombreite gleich fc, die 
t'berhöhung des Spiegels für die Ordinate y gleich rj , so wird der Druck, 
welcher in der Tiefe x iiXr y = in der vertikalen Mittellinie gleich p 
ist. für die Ordinate y um die Zentrifugalkraft vermehrt, welche die keil- 
förmige Masse von der Länge y erzeugt. Da ein Element dieser Masse 
von der Winkelbreite u , also von der Masse a ni (^ -f y) d y , wenn v 
die Geschwindigkeit in der Mittellinie des Flusses in der Tiefe a?, also 

die Geschwindigkeit des fraglichen Elementes ist, die Zentri- 



9 



fugalkraft 

äussert, mithin der Zentrifugaldruck pro Flächeneinheit, welchen dieses Element 

-'• ' ;: '' - »' ^« - » - - ™- - '- 

liehen Masse 
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2 r^ 



v^ f y \ 
+ y)^y - M' 2 y [^ + 2 ) 





Dieser Druck entspricht einer Wassersäule von der Höhe 

Da Vq der grösste Werth ist, welchen ?; für a; = annimmt; so 



erhebt sich der Spiegel im Abstände y um die Höhe i 2/ ( (> + o ) 

Foo* / y \ 

und sinkt im Abstände — y um die Höhe — — 7^ \^ ^ ~2~y herab. 

Der Druck p wird in der Tiefe x im Abstände + y 



p T "$' 



(' T i) 



worin p = fJ^ g sc gesetzt werden kann. Hiemach entspricht der Druck 
in der Tiefe x und dem Abstände y dem Drucke einer Wassersäule von 
der Höhe 






X z=z X \- 

Auf der Sohle des Flussbettes hat diese Druckhöhe den Werth 

Da das bewegte System von der Mitte aus nicht mehr symmetrisch 
ist ; so dürfen in den früheren Formeln für V und (Z> die Glieder mit 
unpaaren Exponenten von y nicht ausgeschlossen werden. Hierdurch ver- 
mehrt sich die Zahl der imbekannten Koeffizienten , zugleich aber auch 
durch die Anwendung der Formeln auf beide Ufer die Zahl der Bedingungs- 
gleichungen. 

Nachdem auf diese Weise die Grundgleichungen hergestellt sind, hat 
man in den Formeln für </> und W auf der rechten Seite in den mit 
6' und h" multiplizirten Gliedern statt h den vorstehenden Werth von h' 
zu setzen. 

Mit Bezug auf Nr. 16 bemerken wir, dass wenn sich der Strom um 
seine vertikale Mittellinie wälzte, man zugleich ^ = und i; = hätte ; 
aQein, nach der Ableitung der vorstehenden Formeln ist die Geschwindig- 
keit des Stromelementes im Abstände y gleich u 1/, worin u eine Konstante 

ist, man hat also p = und zugleich = u, mithin 17 = ,. - 

(wie in Nr. 16). 

28. Wesentliche Yerschiedenheit der Fortpflanzung der Kräfte 
in einem starren und einem flüssigen Körper. Die vorstehende 
Rechnung stützt sich auf die Fortpflanzung des auf die Flächenein- 
heit bezogenen Zentrifugal druckes in einer keilförmigen Masse von 
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Element zu Element. Man ist versucht, die Rechnung auch so zu führen, dass 

man die Fortpflanzung des ganzen Zentrifagaldrnckes von fA — ^ (q -{- V) ^y 

von einer ganzen konzentrischen Querschicht zu der nächstfolgenden 
bis zu irgend einem begrenzenden Querschnitte , also das Intgral 

von a ^ 2 (? "'" y) ^ 2/ herzustellen , und daraus durch Division mit 

« (o + y) den Druck pro Flächeneinheit des letzten Querschnittes zu 

v^ / y'^ \ 

bestimmen. Die letztere Rechnung würde u 0^1^+ , . ^ 1 ergeben. 

"^ Q^ V S(Q + fj)J 

Dieses Resultat weicht von dem vorhergehenden hedeutend ah : es ist aher 
nur für starre Massen richtig, für flüssige dagegen falsch und diese Falsch- 
heit beruhet auf der in der Ahleitung liegenden Annahme, dass sich ein 
Druck p, welcher an irgend einer Stelle eines Systems parallel zu einem 
Kadius y gefunden ist, sich radial fortpflanze oder fächerförmig 
ausbreite. Hierzu ist er nur unter der Mitwirkung von Kohäsions- 
kräften im Stande, welche dem starren Körper zukommen, dem flüssigen 
jedoch fehlen. Demzufolge muss die Fortpflanzung des Zentrifugaldruckes 
in einer Flüssigkeit von Element zu Element in geradliniger Richtung und 
unter Berücksichtigung der gleichen Wirkung nach allen Richtungen be- 
trachtet und hei jedem elementaren Fortschritte die Vertheilung auf die 
Flächeneinheit berücksichtigt werden. 

Mit einem Worte, man findet den Zentrifugal druck auf eine endliche 
Fläche einer Flüssigkeit nicht durch Integration des Gesammtdruckes, 
sondern durch die Integration des in der Elementarfläche herrschenden 
Druckes pro Flächeneinheit, wogegen für einen starren Körper die 
Integration des Gesammtdruckes vorzunehmen ist. Ein voller Kreisaus- 
schnitt vom Ausschnittswinkel «, von der Breite einer Längeneinheit und 
der radialen Länge r, welcher sich mit der Winkelgeschwindigkeit € um 
seine Spitze drehet, würde als starrer Keil nach der ersten Auffassung auf 
seine Basis von der Fläche « r den Zentrifugaldruck a fi 






^2 ^3 







also pro Flächeneinheit den Druck .»- ^ «^ r^, als flüssige Masse aber nach 
der zweiten Auffassung pro Flächeneinheit den Druck 

j y (^y J ^ 



u 



und den Gesammtdruck -^ a fi f ^ r" ausüben. Nur, wenn es sich nicht 

um eine keilförmige , sondern um eine prismatische Masse von der kon- 
stanten Höhe u handelt, sind die vorstehenden beiden Ausdrücke einander 

gleich , nämlich gleich ,. fj s*^ r^. 
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Hieraus geht hervor, dass eine flüssige horizontale Seheibe AB DE 
(Fig. 21) vom Radius GA-=r und von der Dicke einer Längeneinheit, 
welche mit der Winkelgeschwindigkeit f um ihre vertikale Axe rotirt, auf 

ihren Umfang den Zentrifugaldruck — ^ // f ^ r^ pro Flächeneinheit ausübt, 

dass jedoch dieselbe Masse, wenn sie aus lauter starren elementaren Keilen 

1 . . 2 

besteht, den Druck ,, (j e^ r'^, welcher nur ., dos ersteren beträgt, 

•> '* 

ausübt. Die flüssige Scheibe bedarf also eines stärkeren 
Bandes an ihrem Umfange, als die aus starren Keilen be- 
stehende, um am Zerfliegen gehindert zu werden. 

Dieses auf den ersten Blick auffallende Resultat bildet eine Analogie 
zu der Thatsache, dass der vertikal gestellte flüssige Keil GAB auf 
seine Basis AB ^= a den Druck /u. g a r oder pro Flächeneinheit den 
Druck liJ g T äussert, wogegen der starre Keil auf seine Basis den Druck 

l^ 9 ^^ ^^^^ V^^ Flächeneinheit den Dinick ,. H g '^ j welcher halb 

so gross ist, als ersterer, äussert. 

Alle diese Erscheinungen sind Spannungserscheinungen zwischen 
den Elementen eines Körpers oder innerhalb der begrenzenden Wände 
desselben; die aus allen diesen elementaren Spannungen hervorgehende* 
Resultante , also der Druck , welchen der Gesammtkörper auf die Aussen- 
welt äussert, hat einen ganz anderen Werth. In dem letzteren Falle, wo 
der vertikal gestellte starre Keil GAB vermöge seiner Schwere wirkt, 

ist der Druck /tß g a r gegen die Basis A B zugleich sein Gewicht. 

womit er auf eine bei A B angebrachte Unterlage wirkt : Pressungen 
gegen die Seiten GA und GB kommen nicht vor. Ein flüssiger Keil 
dagegen äussert auch gegen die Seitenwände Druck, nämlich in der Tiefe y 
den Druck ,a g y pro Flächeneinheit. Die vertikale von unten nach oben 
gerichtete Komponente des letzteren Druckes für die der Höhendifferenz c y 
entsprechende Wandfläche ist, wenn a den halben Keilwinkel bezeichnet, 

/i g tang (*y f^ y "= r> y ^y^ mithin der gesammte von unten nach oben 

gerichtete Druck auf beide Seitenflächen 



^ J 



y ^y ^ .^ ^ g(^r 





Da nun der gesammte gegen die Basis A B von oben nach unten 
gerichtete Druck des flüssigen Keiles gleich ^ g ar ist ; so hat die Resul- 
tante aller Pressungen gegen die Wände den Werth des Gewichtes 

^ fji g ar, wie bei dem starren Keile. 

Etwas Ähnliches findet bei der Rotation des horizontalen Keiles 
GAB um die vertikale Axe G statt. Ein starrer Keil äussert auf diese 

Axe den Druck ..«/i^'^r^ = ^ /nae'^r^, ein flüssiger Keil aber, welcher 
auf die Basis A B den Druck a (j s'^ r^ = ^. /na s'^ r^ ausübt, äussert 
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auch Pressungen gegen die Seitenwände CA und CB, deren vertikale, 
von unten nach oben gerichtete Resultante 



-TT] 



y'^ dy — ij as^ r^ 



6 





ist. Hiemach verbleibt als Druck gegen die ümdrehungsaxe ( ^ — ^ ji" ö *^^^ 

= -„ fA a €^ r^ : der flüssige, in Wände eingeschlossene Keil äussert hier- 

nach auf die ümdrehungsaxe denselben Zentrifugaldruck wie der starre 
Keü. 

29. Bewegung in einer geradlinigen Röhre mit konstantem 
kreisförmigen Querschnitte. Nehmen wir an, in einer Eöhre von 
kreisförmigem Querschnitte mit konstanter Weite bewege sich eine Flüssig- 
keit in konzentrischen Schichten von konstanten Durchmessern und Dicken, 
indem dieselben sich übereinander verschieben. Wir setzen eine gerad- 
linige Axe von konstantem Gefälle n und von der Länge l voraus , in 
deren Anfangsquerschnitte der Druck p' herrscht, während im Endquer- 
schnitte der Druck p*' stattfindet. Legt man den Anfangspunkt der Ordi- 
naten x, y in die Axe der Röhre, setzt für die Längenabszisse z den 
Kadius einer Stromschicht gleich x , führt aber statt der Abszisse y den 
Polarwinkel // ein ; so hat ein Faden dieser Schicht den Querschnitt xd rj d x. 
Der Gl eitungs widerstand ist dann an der Innenseite dieses Elementes 

f w- xdfj und an der Aussenseite / ^— xdrj -\- f{ ;.- ö^ + o j^^^ä;, 

C X X \0 X c X/ 

(d^ V 1 ^ t?\ 

,3—0 -I- r^— ] xd ri dx grösser, als 

cx^ X ö x/ 

^2 4" ~ or~) *^*^ J^^2* ^^ ^^® Stelle des 

O X X C X / 

früheren / ^— « = cT^. Da sich alle Elemente einer Schicht in dem- 
cx X 

selben Querschnitte mit derselben Geschwindigkeit bewegen; so findet an 

den Seitenflächen eines solchen Elementes kein Gleitungswiderstand statt, 

man hat also 9 ?// = und nach der Momentengleichung in Nr. 1 7, wenn 

y = w gesetzt wird, 






Wir betrachten den Fall, wo der Querschnitt der Röhre einen kon- 
stanten Badius r, also die Geschwindigkeit einer zylindrischen Schicht 

einen konstanten, von z unabhängigen Werth hat, sodass 7^ - = ist. 

Eine Integration nach z zwischen den Grenzen z -= und z ^= z, 
welchen die hydraulischen Drucke p' und p entsprechen , ergiebt alsdann 

Scheffl er, Hydraulik. 7 
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. /8»» , 1 d,v\ , , 

oder nach Multiplikation mit xdx und Division mit z 

folglich durch Integration nach x, indem wir p als eine von x unab- 
hängige Grösse betrachten (s. die Begründung weiter unten), 






8 V 
worin keine Konstante erscheint, da für o; = offenbar a =0 ist. Aus 

der letzten Gleichung folgt durch nochmalige Integration 

worin Fq die in der Axe der Röhre herrschende Geschwindigkeit bezeichnet. 
Dieselbe stellt das Maximum der Geschwindigkeit f> dar. 
Für it" = r muss 

/ E^ = y = - (a + 6j> + cVr + dVr'') 

ex 
sein, man hat also, da für o; = r nach Vorstehendem 

dx \ 0/2 

ist, 



a + bp + cVr + dVr^ ^ (fu ^ --j^) 



oder 



Wenn die Geschwindigkeit Vr von js unabhängig ist, muss, da 



fru 



2 

und a Konstanten sind, die Summe der letzten beiden Glieder auf der 
rechten Seite 

einen konstanten Werth k haben, und hieraus folgt 

_ 2ÄJ0? + rp* 
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Für jsf z= mus8 i> = p' sein , eine Bedingung , welche sich für 
jeden Werth von Ic erfüllt. Für £r = Z, nämlich für die ganze Böhren- 
länge muss p = p'\ also gleich dem in der Ausflussöffnung herrschen- 
den Drucke sein. Die letztere Bedingung ergiebt 

und hierdurch wird der in der Entfernung ^ herrschende hydraulische 
Druck 

_ i2hp"0 + rp') l — (p' -^ p'')rz 

Die obige Gleichung für Vr wird wegen des Werthes von Ä 



und hieraus folgt 



4d 



't 



y,= Vr +(U + 



(« + s*'') 



^2 



4 

Für den speziellen Fall, wo d = wäre, bestimmt sich Vy aus 
einer Gleichung ersten Grades durch den Werth 

L j/r_" _ „ _ .,.. + 'te-n 

Für den Fall, woa = 0,& = 0,c = 0,d = Oist, also gar 
kein Gleitungs wider st and stattfindet, ist nach der vorstehenden 
Gleichung für (/> 

fu + ^-y- = 

mithin Fj, = Fr = v, d. h. eine solche Flüssigkeit bewegt sich wie 
ein zusammenhängender starrer Körper^ durch die ßöhre. Ist die Röhre 
horizontal , also u = ; so muss auch p' = p" sein , was sehr ein- 
leuchtend ist, da bei einem stattfindenden Überdrucke p' — p" die bewegte 
Masse in der adhäsionslosen Eöhre nicht im Beharrungszustande bleiben 
könnte. In diesem Falle fehlt es aber zur Bestimmung des Werthes von 
Vr oder F^ an einer Bedingungsgleichung, und daraus folgt, dass 
Vq = Vr =^ V jeden beliebigen Werth haben, dass sich also die 
Flüssigkeit mit jeder beliebigen Geschwindigkeit durch eine adhäsionslose 
Röhre bewegen kann. 

Die Ausflussmenge pro Zeiteinheit ist 



= |-'^''*(F, + F.) 
und hieraus folgt für die mittlere Geschwindigkeit der Werth -^{V^ + ^i)« 
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Im Abstände x von der Axe der Röhre herrscht die Geschwindigkeit 

v= V,-(u + --^-) - 

wenn man die obige Formel für v auf die Ausflussöffhung bezieht: allge- 
meiner, ergiebt sich aber für die Abszisse j^ , wenn für jp der gefundene 
Werth substituirt wird, 

{2bl + r){p' — p")\ x^ 



V - Vo jw -^ (2 6^ + r)fl J 



4 



Da dieser Werth von v ebenfalls von ^ unabhängig sein muss, damit 
sich die Flüssigkeit in konzentrischen Schichten von konstanten Quer- 
schnitten bewegen kann : so muss oflfenbar, falls nicht j>' = jp" ist, 6 = 
sein, d. h. die Flüssigkeit darf keine eigentliche , vom Drucke p abhängige 
Eeibung an der Röhrenwand erleiden. 

Alsdann wird 

iP' — P") ^ 

p =: p* — ^^ ^ ^ 



.= ._(. + i-'-r) '•• 



l 

fl" 

und aus den Werthen von V^ und F,. verschwindet das in b multiplizirte 
Glied. Ausserdem ist für 6 = der eben gefundene Werth von p dem 
obigen Werthe von p gleich , was in allen Fällen unerlässlich ist. Die 
Annahme 6 = liegt den gewöhnlichen hydraulischen Formeln zu Grunde 
(s. meine Prinzipien der Hydrostatik und Hydraulik, §.55 und 132) und 
ich habe danach die vorstehenden Formeln bereits in § 349 meiner 
„Naturgesetze" entwickelt. 

Unter der Voraussetzung, dass b = sei, hat die Flüssigkeit beim 
Austritte aus der Röhre die lebendige Kraft L 



= ^rv(n' - -l' ^o'r^ ü + ^ r, r* ü^ - -^^-g r« IP^ 

P' P" 

worin zur Abkürzung i7 f ür M + — — , gesetzt ist. Bald nach diesem 

Austritte gleichen sich die verschiedenen Geschwindigkeiten der einzelnen 
Schichten aus, und wenn man die alsdann eintretende gemeinsame Ge- 
schwindigkeit mit y bezeichnet, ist die lebendige Kraft gleich 

Da diese lebendige Kraft, wenn die Ausgleichung dicht vor der Aus- 
flussöffnung il erfolgt, dem vorstehenden Werthe von L gleich ist; so 
findet sich 
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Ist nun Q' der Querschnitt, welchen der ausfliessende Strahl nach 
der Ausgleichung der Geschwindigkeiten annimmt, mithin Fß' = Q', so 
ergiebt sich 




oder nahezu, indem die Ausflussöffiiung Q z= tt r^ ist, 



n' = n 



1 




Der aus einer Eöhre von konstantem kreisförmigen Querschnitte aus- 
fliessende Strahl erfährt also eine Kontraktion, insofern er an der 
Röhrenwand einen Verlust an lebendiger Kraft (auch wohl Adhäsion a), 
aber keine Reibung b erleidet. 

Wenn die Flüssigkeit Reibung an der Röhrenwand erleidet, also 
b nicht = ist, können die vorstehenden Bedingungen nur dann erfüllt 
werden, wenn p' = jp", also der Druck in der Einflussöifnung so gross 
ist wie der in der Ausflussöffnung. Der Druck p wird alsdann in jedem 
Querschnitte = jp' und die obigen Formeln ergeben die Geschwindigkeiten 
Vr , Vq und allgemein 



V ^ V, - 



ux'^ 



Wenn weder 6 = 0, noch p' = p'^ ist, können die gemachten 
Voraussetzungen nicht erfüllt werden. Zu diesen Voraussetzungen gehört 
die Gleichheit des Druckes p in jedem Punkte einunddesselben Querschnittes 
oder die Unabhängigkeit dieses Druckes von x: die Annahme 
beliebiger Werthe für 6, p', p" schliesst also diese Unabhängigkeit aus 
und verlangt, dass p eine Funktion von x und 2: sei. Vergegenwärtigt 
man sich ein keilförmiges Querelement des Stromes, dessen Axe eine 
Normale auf der Axe der Röhre ist; so würde, wenn p mit x variirte, 
dieses Querelement an seinen Endpunkten von zwei zu seiner Axe parallelen 
Kräften angegriffen, welche pro Flächeneinheit verschiedene Werthe hätten, 
indem alle beim Fliessen in der Röhre auftretenden Gleitungswiderstände 
auf der Axe jenes Querelementes normal stehen, mithin keine zu dieser 
Axe parallele Komponente haben. Unter solchen Umständen könnte aber 
das Querelement nicht verharren, ohne eine Bewegung in der Richtung 
seiner Axe anzunehmen. Da hiermit ein Fliessen des ganzen Stromes in 
parallelen Linien unverträglich ist ; so muss der Druck p von x unabhängig 
sein. Ehe wir die den allgemeineren Bedingungen entsprechende wirkliche 
Bewegung der Flüssigkeit näher betrachten, wollen wir diese Bewegung 
unter der Annahme einer allen Punkten eines jeden Querschnittes gemein- 
samen Geschwindigkeit, also unter der Voraussetzung, das die Flüssigkeit 
wie ein starrer Körper in der Röhre hinabgleitet, oder unter derjenigen 
Annahme betrachten, welche in der Hydraulik gemacht zu werden pflegt. 
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Hiernach ist in der Momentengleichung in Nr. 1 7 statt des Gleitungs- 
widerstandes 

welchen das Element von der Masse m erfährt, der Werth 

— 2 7rr (a + bp + cv + dv^) djg 

zu setzen und, um sein Moment zu erhalten, mit v dt zu multipliziren. 
Da die Masse eines solchen Elementes m = finr^ ist; so wird die obige 
Momentengleichung nach der Division mit nr^vdt 

'Ö V 2 

aV:^ cz =? ugcosadz — — (a + cv + dv^)dz 
^ c z r 



\ r dz/ 




Ist der Reibungskoeffizient h = 0; so ergiebt die Integration dieser 
Gleichung, da jetzt v in dem Faktor a -|- cv 4* dv^ eine konstante 
Grösse ist, wenn man sich vor der Einmündung in die Röhre ein Gefäss 
vorstellt, welches sich allmählich bis zur Eintrittsöfbung in die Röhre 
verengt, ohne jedoch der Flüssigkeit einen Gleitungswiderstand darzubieten, 

-2 /"V(l-^) = i//** - 7-(« + '^f + dc*)i 

r c zf 

Hierin bezeichnen o), und o).^ zwei beliebige Querschnitte der Röhre, 
wovon der erste o), auch die EinflussöfPhung des Vorgefässes und der 
letzte 0)2 auch die Ausflussöühung der Röhre darstellen kann. A ist die 
vertikale Höhendifferenz zwischen den beiden Querschnitten w, und cög ; 
l aber ist die Länge von dem Anfangsquerschnitte o)„ der Röhre bis zum 
Querschnitte o)., , also = z^ — z^, Ist nun h = 0; so wird das letzte 
Glied in der vorstehenden Gleichung = — {p^ — 'p^\ Bezieht man 
dann 0)2 , p^ , z,^ auf die Ausmündung der Röhre und nimmt an, dass auf 
der Einfluss- und Ausflussöffnung der atmosphäiische Druck laste, sodass 
hierfür i>2 — l^i = ^ ^•'^^J ^^ ^** ^^^ 



1 2/. ^^\ . 2? 






Hieraus ergiebt sich für a = und c = und wenn die Einflussöffnung 
0), ungemein gross gegen die Ausflussöfbung ist, die bekannte Formel 

2flrÄ 




4ä l 



Sobald der Reibungskoeffizient h einen von null verschiedenen Werth 
erhält, nimmt das im dritten Gliede der vorstehenden Gleichung stehende 
Integral eine ganz andere Form an, welche sich folgendermaassen findet. 
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Der Druck p kömmt nach der Voraussetzung nur in der Röhre, nicht 
in dem Vorgefässe in Betracht. In der Röhre aber ist © nach der Vor- 

aussetzung konstant , also 7>~ = 0. Hierdui'ch wird die durch nr^vdt 

dividirte Momentengleichung im Bereiche der Röhre 

( — P -\' öT^ ^^ = f^gcosa {a + cv + dv^udis 



sie hat also die Form 



{kp + ||)3. = ^a 



worin k und Ä zwei gegebene Eonstanten sind. Diese Differentialgleichung 
wird' durch die Funktion 

p = BC-"^ + ^ 

erfüllt, worin B eine willkürliche Eonstante ist. Die Letztere bestimmt 
sich durch den Werth P, , welchen der Druck p beim Eintritte in die 
Röhre hat , oder durch den Werth P^ , welchen er beim Austritte hat. 
Für diese beiden Werthe, welche den Werthen z = und J3 = l ent- 
sprechen, ist 

^' = ^ + T 

Hieraus folgt 

Hierdurch ist der Druck p nach der vorhergehenden Formel für 
jedes vollständig bestimmt, sobald die Ausflussgeschwindigkeit v bekannt 
ist. Für diese aber giebt die Elimination von B aus den letzten Be- 
ziehungen 

k (P, - P, 6^0 



A = 



1 - e 



kl 



2b 

Setzt man hierin k = — und 

r 

A = fj> g cos a — — {a + cv \- dv^) 

so hat man eine quadratische Gleichung für v, aus welcher sich diese 
Ausflussgeschwindigkeit durch die Formel 



c 
t? = — 



2d 



,1/r f Ä(P, — P^e^Ol « , 



c" 

4:d' 



oder wenn d = ist, durch die Formel von der vorhin angezeigten 
Form ergiebt. 
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Wenn C der atmosphärische Druck und H die vertikale Höhe des 
Vorgefässes ist ; so hat man P^ = C, P^ =^ itig H -\- G, also 

fig H 



B = 



l—e 



— kl 



und hieraus ergiebt sich für den hydraulischen Druck in der Entfernung z 
vom Anfangspunkt der Röhre 



^Tcl 



_|efc(?-e)_ 1} + C 



Wir sind im Vorstehenden zu dem Ergebnisse gekommen , dass . eine 
vollkommen regelmässige Bewegung in konzentrischen, aufeinander 
gleitenden Schichten von konstanten Querschnitten nur möglich ist, wenn 
entweder der hydraulische Druck auf die Einflussöfl&iung dem Drucke auf 
die Ausflussöffnung und mithin auf jeden Querschnitt der Bohre gleich 
ist, wobei der Reibungskoeffizient h jeden beliebigen Werth haben kann, 
oder, falls jene beiden Drucke verschieden sind und demnach der Druck 
in der Röhre variabel ist, wenn der Reibungskoeffizient h gleich null ist. 
In jedem anderen Falle könnte die Flüssigkeit, wenn sie als starrer 
Körper gedacht wird, wohl mit gleicher Geschwindigkeit aller ihrer 
Elemente durch die Röhre gleiten, da diese Bewegung aber für eine 
Flüssigkeit aus anderen Gründen nicht möglich ist; so folgt, dass eine 
Flüssigkeit sich im Allgemeinen, d. h. wenn alle Koeffizienten a, 6, c, d 
des Gleitungswiderstandes bestimmte endliche Werthe haben, überhaupt 
nicht in konzentrischen Schichten von konstanten Querschnitten bewegen 
wird, dass vielmehr diese Schichten von der Einfluss- bis zur Ausfluss- 
öifnung ihren Durchmesser und ihre Dicke variiren werden. Hiermit ist 
ein regelmässiges Gleiten an diesen Wänden unvereinbar. Eine solche 
Flüssigkeit wird vielmehr die Tendenz haben, vom Einflüsse her oder 
gegen den Ausfluss hin sich von der Wand zu trennen und sie wird an 
der wirklichen Trennung nur durch die Kapillarität der Wand und durch 
innere Kohäsions- und Adhäsionskräfte gehindert werden können, insofern 
sich nicht zwischen dem Strome und der Wand Wirbel bilden. 

Nur in dem einen schon vorhin erwähnten Falle, wo gar kein 
Gleitungswiderstand stattfindet, kann und wird sich die Flüssigkeit 
im Zusammenhange wie ein starrer Körper gleitend an der Wand durch 
die Röhre bewegen. 

30. Betrachtungen über die Adhäsion und Reibung der 
Flüssigkeiten. Wenn der Druck in der Einfluss- und Ausflussöffinung 
gleich gross ist und alsdann der Druck p in jedem Punkte der Röhre 
denselben Werth hat, wird die Geschwindigkeit an der Röhrenwand, so- 
fern man auch den unbedeutenden Koeffizienten c vernachlässigt, 



y t(-2"- «- *p. 



Die hydraulischen Grundgesetze. 105 

Dieser Ausdruck ist nur so lange reell, als 



oder das Gefälle 






n > (a + hp) 

gfir 



ißt. Für ein kleineres Gefälle ist keine Bewegung der Flüssigkeit in der 

Röhre möglich. Aus 

2 

r > (a + bp) 

gfjtn 

folgt ferner, dass für jedes Gefälle die Röhrenweite immer gross genug 

genommen werden kann, lun ein Fliessen zu ermöglichen, aber auch immer 

klein genug, um ein Fliessen zu verhindern. 

ft u UT^ . 

Wenn *^ =z a -\- bp ist, wird F,. = imd Vq = -— -, in 
2 4 

diesem Falle haftet also die Flüssigkeit an der Böhrenwand. 

Ist der Koeffizient c nicht gleich null; so wird Vr zwar erst für 

einen grösseren Werth von a -\- hp imaginär: seinen Nullwerth 

fvu 
erreicht Fi- indessen auch in diesem Falle für a -|- ^P = ~ö"* 

Ähnliche Resultate liefern die Formeln in Nr. 22 und 25 für die 
Bewegung in einem offenen Flussbette, indem eine bestimmte Wasser- 
tiefe h zur Ermöglichung des Fliessens nothwendig ist. 

Die Grenzwerthe des Röhrenhalbmessers r oder der Tiefe h eines 
offenen Stromes verschaffen die Bekanntschaft der Grösse a + bp, und 
die für verschiedene Gefälle n beobachteten Grenzwerthe von r oder h 
lassen (falls sich nicht das Produkt nr als konstant erweis* t) die Werthe 
der beiden Koeffizienten a und b für sich erkennen. (Im Allgemeinen 
hat man auch die Koeffizienten c und d mit zu berücksichtigen). Jeden- 
falls lehrt die Thatsache, dass eine Flüssigkeit in einer genügend engen 
Röhre von gegebenem Gefälle (selbst in einer vertikalen Röhre) oder auf 
einer freien ebenen Fläche von gegebenem Gefälle in genügend geringer 
Schichthöhe h (selbst auf einer vertikal gestellten £bene) stagnirt, dass 
jede Flüssigkeit Adhäsion a, oder Reibung 6, oder Beides zu- 
gleich hat. 

Wenn der gegen den oberen und unteren Querschnitt der Röhre an- 
gebrachte Druck, welcher auch der Werth von p in dem Ausdrucke 
fl -f fcjj ist, den Grenzwerth des Radius r bei gegebenem Gefälle n oder 
den Grenzwerth des Gefälles n bei gegebenem Radius r beeinflusst , wenn 
also ein grösseres p ein grösseres r bei demselben n, oder ein grösseres 
w bei demselben r bedingt; so erleidet die Flüssigkeit ohne Frage einen 
Reibungswiderstand h: wenn sich aber die Grenzwerthe von r oder 
n unabhängig von dem Drucke erweisen, ist jedenfalls i = 0, die Flüssig- 
keit hat alsdann Adhäsion, aber keine Reibung. Es scheint mir wahr- 
scheinlich, dass die Grenzwerthe von w, r, h von dem Drucke p wenig 
abhängig sind, dass also eine Flüssigkeit, welche sich in einer engen 
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Bohre bei bestimmtem Gefälle eben noch aufhängt. Diess sowohl im luft- 
leeren, wie im lufterfüllten Räume unter erheblich grösserem Luftdrucke 
thun wird, auch dass eine Flüssigkeit, welche an einer Ebene von gegebenem 
Gefälle haftet, Diess auch bei einem erheblich grösseren Drucke thun wird, 
ohne die Stärke der adhärirenden Schicht zu verändern. Der Druck p, 
solange er in massigen Grenzen bleibt, wird also nur einen geringen Ein- 
fluss auf den Gleitungswiderstand ausüben. 

Ist die Röhre, in welcher sich eine Flüssigkeit wirklich bewegt, von 
geringer Weite; so wird die gewöhnliche Hypothese der Bewegung in 
parallelen Querschnitten ein Resultat geben, welches nur wenig von dem 
richtigen abweicht. Die in Nr. 29 zitirte gewöhnliche Formel für die 
Ausflussgeschwindigkeit v.^ beruhet aber auf der Voraussetzung, dass der 
Reibungskoeffizient b gleich null sei. Wäre derselbe nicht gleich null; so 
müsste das Resultat dieser Formel, weil in der richtigen Formel b in den 
Druck p multiplizirt erscheint, von der wirklichen Ausflussgeschwindigkeit 
bei grossen Druckhöhen bedeutend abweichen ; der springende Strahl einer 
hohen Fontäne müsste also von dem aus der gewöhnlichen Formel hervor- 
gehenden bedeutend abweichen. Da sich die wirkliche Abweichung auf 
Grund der Beobachtungen nur als unerheblich erweis*t; so ist der Schluss 
gerechtfertigt, dass Flüssigkeiten nur eine unbedeutende, vielleicht gar 
keine vom Drucke abhängige Reibung erzeugen, dass also der Koeffizient 
b für praktische Anwendungen = gesetzt werden kann. Genauere 
Bestimmungen des Werthes von b durch geeignete Experimente wären 
jedenfalls erwünscht. 

Sand und andere körnige Masse würden sich ähnlich wie eine Flüssig- 
keit verhalten, wenn die Kömer beim Gleiten rollten, ohne hierzu unter 
stärkerem Druck einer stärkeren Schubkraft zu bedürfen. Je stärker 
jedoch die Kohäsion einer solchen Masse wird, je mehr sie sich also dem Wesen 
des starren Körpers nähert, desto mehr wird der Reibungskoeffizient b 
sich geltend machen und eine vom Drucke abhängige Reibung erzeugen 
und Diess , wird auch bei zähen Flüssigkeiten eintreten. 

Von besonderer Wichtigkeit ist es, dass das Verschwinden des 
Koeffizienten b die Bewegung einer Flüssigkeit in einer Röhre mit 
konstantem Querschnitte unter fortwährendem Gleiten an den Wänden 
ermöglicht. Da eine solche Bewegung thatsächlich stattzufinden scheint ; 
so spricht auch diese Erfahrung für die Nichtexistenz oder die ver- 
schwindende Kleinheit jenes Koeffizienten für Flüssigkeiten, wogegen 
derselbe der Bewegung starrer Körper an Wänden, weil sie einen 
überall gleichen Druck ermöglichen, keine Schwierigkeit bereitet, selbst 
dann nicht, wenn diese Körper elastisch wären, also durch die Reibung 
an den Wänden eine Verschiebung ihrer Schichten erlitten. 

Die Versuche über die Reibung glatter und mit Öl geschmierter 
Körper , welche Tower in London auf Veranlassung der Institution of 
Mechanical Engineers etwa um das Jahr 1885 angestellt hat und welche 
von Walter Brown bearbeit>et worden sind, bestätigen die vorstehende 
Annahme, insofern sie lehren, dass die Reibung für solche Körper ausser- 
ordentlich gering und bei massigen Drucken und Geschwindigkeiten von 
dem Drucke p unabhängig ist. 
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Es käme noch in Frage, welchen Werth der Gleitungswiderstand 
a ■\- bp + cv -}- dv^ in unserer Theorie annimmt, wenn man voraus- 
setzt, dass die Beobachtung für die nach der älteren Theorie unter der 
Voraussetzung der Bewegung in parallelen Schichten berechnete Ausfluss- 
menge den Gleitung8¥dderstand d, v'^ oder, allgemeiner, den Widerstand 
öi + c, t; -|- d, v^ ergebe. Da die Ausflussmenge Q nach der letzteren 

V -^ V , 
Theorie gleich o) v und nach unserer Theorie gleich o) ^ — ist ; so 

muss -^— (Fq -f F,.) = V sein. Betrachten wir den Ein- und Ausfluss 

meiner horizontalen zylindrischen Bohre, in welcher beim Einflüsse 
der Druck p* und beim Ausflusse der Druck p'* herrscht , wovon ersterer 
nothwendig grösser sein muss, als letzterer; so hat man in unseren 
Formeln w = und h = zu setzen, wodurch sich der Werth von 

T (F,, + F,), welcher als eine Funktion von a, c, d erscheint, ver- 
einfacht. 

Was für diesen Fall den Werth von v nach der älteren Theorie 
betrifft; so giebt die betrefl^ende Gleichung aus voriger Nummer für 
ö), = o>2 und Ä = 0, indem man jedoch nicht jj, =^ J>2 setzt, 

2 l 

= — {a^ + c, t? + ö!, t;*) -f P, — J>2 

Identifizirt man den hieraus für v sich ergebenden, als Funktion von 

ß,, c,, dy auftretenden Werth von v mit dem von -^ (Fy -f F,.); so 

kann man daraus Beziehungen zwischen den Koeffizienten a, c, d und 
a, , c, , d^ ableiten: es scheint jedoch, dass die Koeffizienten a, , C| , (2, 
in der älteren Theorie keine konstanten, sondern von den gegebenen 
Dimensionen und Druckkräften abhängige Werthe haben. 

31. Bewegung in einer Röhre mit variabelem Querschnitte 
und vertikaler Axe* Indem wir den Anfangspunkt der vertikalen Ab- 
szissen ^ und der horizontalen Ordinaten x im Mittelpunkte des horizontalen 
Anfangsquerschnittes einer Röhre mit vertikaler Axe und variabelem, 
kreisförmigen Querschnitte annehmen , denken wir uns durch alle Punkte 
der Axe horizontale Querschnitte gelegt. Wenn S den Abstand eines 
Stromfadens von der Axe der Röhre im Anfangsquerschnitte bezeichnet; 
so wird der Abstand dieses Fadens von der Axe bei der Röhrenlänge ^ 
eine Funktion von f und Zj es wird also x =: F (?, 2) sein. Bei einer 
regelmässigen Bewegung muss die Funktion F die Beschaffenheit haben, 
für S = den Werth x = F {0, ^) = und für i = r^ die Gleichung 
*■ = F (Vq, e) des Längenschnittes der Röhren wand zu liefern (indem 
»■q und r den Radius des Querschnittes für ;ef = und z -= z bezeichnet). 
Ich bemerke, dass wenn die Funktion F (J, z) für S = r^j in die Funktion 
f (r„ , j2f) übergeht , wie es die Aufgabe verlangt , nicht geschlossen 
werden darf, dass wenn die letztere Funktion als Gleichung der Röhren- 
wand in der Gestalt r = 6r (rQ, z) gegeben ist, die letztere Funktion 
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durch die Substitution r^ =■ i nothwendig in die Gleichung eines be- 
liebigen Stromfadens x = F (^^ z) übergehen oder dass G *(S, z) 
mit F (£, z) identisch sein müsse, weil r^^ eine Konstante ist, welche in 
der Funktion G (r^y z) in sehr mannichfaltiger Weise verknüpft sein 
kann, ohne an jeder Stelle die Bedeutung des vorderen Radius zu besitzen. 
Wenn also a; = f (?, z) die Gleichung eines Stromfadens ist; so muss 
allerdings F {r^, z) = r die Gleichung der Röhrenwand sein, man kann 
jedoch nicht behaupten, dass wenn r == G {r^, z) die Gleichung der 
Röhrenwand ist, G (S, ;8f) = a? die Gleichung eines Stromfad'^ns sei. 
Bildete beispielsweise der Längenschnitt der Röhrenwand einen Halbkreis, 

dessen Gleichung r = Vr ^^ — z^ ^ G {r^ , z) sei ; so wird für 

1^0=? X =V i'^ — z'^ keineswegs die Gleichung eines Stromfadens 
sein, indem alsdann für ;8f = S die Ordinate x imaginär werden würde, 
sodass der Stromfaden nicht bis zur Tiefe der Röhre herabreichen könnte. 

Wäre aber x = -^V ^o^ — ^^ ^^^ Gleichung eines Stromfadens ; so 

^0 

wüi-de flu- £ = rj, in der That a; = Vr^^ — z^ die Gleichung der 
Röhrenwand sein. 

Bei der vorausgesetzten schwachen Variation des Radius r (was 

nicht hindert , dass dieser Radius bei genügender Röhrenlänge z beliebig 

gross oder klein werde) , bezeichnet das Differential ^ i zugleich oder 

doch nahezu die normale Stärke eines Stromfadens im Anfangsquerschnitte ; 

oF 
diese Stärke ist in der Entfernung z dx = ,y^ d'§. Die Tangente 

des Neigungswinkels dieses Stromfadens gegen die Axe der Röhre ist 

dx dF 

A = o • Die konzentrische Schicht, welche in der Einiiussö&ung 

(j z c z 

•den Radius ? , also den Querschnitt 2 ;r S ^ S und in der Entfernung £! 

den Radius x hat, nimmt in dieser Entfernung die Stärke dx, also den 

dF 
Querschnitt 2iu x'dx = 2 jc F v,-^ d S an. Hatte diese Schicht anfangs 

die Geschwindigkeit v^y später die Geschwindigkeit v und in der Aus- 
flussöflfhung die Geschwindigkeit «;, ; so muss wegen der konstanten 
Durchflussmenge 

w^F ' ^ dF 

F-^,^v = ev, ^F, -^-^ .. 



sein , worin sich die mit dem Zeiger 1 versehenen Grössen auf die Aus- 
flussöflPnung beziehen, für welche z ■= l ist. Diese Gleichungen ver- 
treten jetzt die erste Gruppe der gegen den Schluss von Nr. 29 auf- 
gestellten Bedingungsgleichungen, welche zur Bestimmung des hydraulischen 
Druckes dienen werden. 

Wir haben jetzt eine wichtige Bemerkung hinsichtlich des Werthes 

der Stärke d x der ringförmigen Schicht vom Radius x zu machen. Diese 

'öF , , 
Stärke, welche nach Vorstehendem =7.7- di ist, ist eine Funktion von 

X oder auch von F und sie ist ohne Frage von dem Radius r des Querschnittes 
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der Röhre, welchem jene Schicht angehört, abhängig. Wenn daher x der 
Radius ist, welchen die Schicht, die im Anfangsquersclmitte den Badius i hat, 
in der Entfernung js annimmt; so kann die Grösse d x, als Stärke dieser Schicht 
oder als derjenige Werth , welchen die Grösse 8 S in derselben Entfernung 
annimmt , nicht gleich d J bleiben oder d x kann zwar , ebenso wie d f , 
in einunddemselben Querschnitte der Röhre, d. h. für ein konstantes ;2^, 
nicht aber in verschiedenen Querschnitten oder für verschiedene Werthe 
von als ein konstantes Inkrement von x angesehen werden. Er- 
setzen wir daher die Stärke des Ringes vom Radius i», indem wir dieselbe 
als eine' Punktion von js oder von r denken, durch das Symbol dy, 
welches das Differential einer Funktion y =^ f (x) vorstelle ; so ist die 
Summe der Stärken aller Schichten gleich dem Radius r des betreffenden 
Querschnittes und da die Summe der Stärken jeder beliebigen Anzahl von 
Schichten von a? = bis o? = aj den Werth y hat; so entsprechen 
offenbar den Grenzwerthen und r von x auch die Grenzwerthe und r 
von y, man hat mithin 



Av = 



r 





Der Querschnitt der ringförmigen Schicht vom Radius x ist 2 7i x dy 
und die Summe aller ist dem ganzen Querschnitte irr'^ gleich, man 
hat also auch 

I 2n x dy z= n r^ oder 1 x cy = r^ 

' 

Für die einfachste oder regelmässigste Vertheilung aller Kräfte und 
Fäden setzen wir y = a, a? + «2 ^^ "i" ^3 ^' + • • • > worin das 
konstante Glied unterdrückt ist, da für x= auch y •= Q sein muss. 
Alsdann ist dy = (a, + 2 a^ a? + Sa^ x^ + . . .) dx, xdy = 
(d, a: + 2a2 x^ -\- 3a^ x^ -|- . . .) ^a?, es muss also nach den vor- 
stehenden beiden Bedingungen 



/ 



8 y = a, r -f 02 ^^ + ^3 ^" + • • • = ^ 




r 



,2 



y = ^' + -3- «2 ^ + X "•'• ^ + • • • "^ 2 ^ 

sein. Aus beiden folgt a, =-* 1, ^2 = ö> öJg = etc., folglich y = x 
und dy = dx. Diese beiden Formeln lehren, dass wenn der Radius x 
einer Schicht in einem bestimmten Querschnitte vom Radius r bei dem 
Fortrücken dieser Schicht in einen Querschnitt vom Radius r' in den 
Radius x' = nx übergeht, y = x' ^=^ nx und zugleich cy = d x' 
=: ndx wird , dass sich also in einer Röhre von variabelem , aber 
kreisförmigem Querschnitte und bei möglichst gleichmässiger Ver- 
theilung aller Kräfte in allen Radien der Radius und die Stärke 
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einer Schicht in demselben Verhältnisse und zwar in dem 

T 

Verhältnisse = n der Radien der beiden Querschnitte der 

r 

Röhre verjüngen oder erweitern, sodass die Schichten, welche 

im Anfangsquerschnitte gleiche Stärke 8 S haben, auch in jedem folgenden 

Querschnitte gleiche Stärke dx haben werden, indem x = -- J und d x 
d 5 ist. (Die Fälle, wo der gleichmässigen Vertheilung der Kräfte 



U 



in allen Querschnitten Hindemisse entgegentreten, werden wir weiter 
unten betrachten). 

Hiemach verwandelt sich der Querschnitt 2 tt J 3 S einer ringförmigen 
Schicht des Anfangsquerschnittes der Röhre vom Radius r^ beim Eintritte 
in den Querschnitt der Röhre vom Radius r in 



= - (0 



2 TT £D 8 IT = 2 TT 1^-) >8i- - 2 TT ^ 5 8? 



•0 



worin Üq und Ä den ersten und den zweiten Querschnitt der Röhre 
bezeichnen, oder man hat 

xdx - - i di 

d'^ und dx sind die horizontale Breite des Stromfadens, welcher in 
der Einflussöffnung die Ordinate S und in der Durchflussöffhung die 
Ordinate x hat. Wenn die normale Breite dieses Fadens an denselben 
Steilen mit d S' und d x' bezeichnet wird ; so hat man offenbar fQr eine 
Röhre mit schwach gekrümmter Wand nahezu und für eine Röhre mit 
stark gekrümmter Wand angenähert 

dx' dx __ ic _ r 

Die normalen Querschnitte einer ringförmigen Schicht, welche die 
Durchflussmenge bestimmen, sind 2 ;r S 8 t' und 2n x dx' ; dieselben ver- 
halten sich wie 

xdx* xdx r^ Q 

j'äF ~ Jdi ^ 7,^ ~ JÖ7 

Eine Änderung der vorher aufgestellten Grundformeln wird durch 
die Einführung der normalen Querschnitte 2 tt u; dx' statt der schrägen 
Querschnitte 2 Tf xd x also nicht herbeigeführt , indem Q immer den 
horizontalen Querschnitt der Röhre mit dem Radius r in der Tiefen 
bezeichnet. 

Die obigen Bedingungsgleichungen für die Durchflussmenge werden 
mit Hülfe der Grössen Ä für eine schwache Konvergenz der Röhrenwand 

oder 

Ü'O ß^, l?o ^^ ß, t?, 
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man hat also 

Für eine starke Neigung der Röhrenwand gegen die Axe der;* Röhre, 
welche für einen bestimmten Faden von der Ordinate i im Anfangs- 
querschnitte gleich 1]^^ und bei den Ordinaten Xy z gleich ri ist, hat man 
'hl* = di cos iJq und d x' — dx cos >/, folglich statt der letzten Gleichungen 
die Beziehung 

£iv cos rj = QqVq cos 7o — 12, f?, cos riy 

Im Folgenden gehen wir jedoch von der Voraussetzung aus, dass die 
Winkel rj so klein seien, um die Abkürzung cos rj — 1 zu rechtfertigen. 
Da r: von x unabhängig ist, so hat man femer 

dx r^ dx r^ d^ 

dx r*' d^ 
d x^ r* d $^ 

Ä" \ dx) " r^ \^ ar^ dx "^ äa; ^s; 



d 



■" r'V" c?* "^ di) 

- V A ('s ^o\ 

" r» di V diJ 



Fassen wir jetzt die Momentengleichung ins Auge. Dieselbe wird 
nach den im Eingange von Nr. 29 gemachten Bemerkungen, da jetzt 

jedoch das in ^ multiplizirte Glied nicht verschwindet, indem man auf 

der linken Seite den vorstehenden Ausdruck in i substituirt und die 

f 
Gleichung mit 0? — ^ — multiplizirt, 

f>n\^di) --(^^ ^.-^^ + dV' 

Hierin bezeichnet v die Geschwindigkeit und p den hydraulischen 

Druck in einer durch 5 bestimmten ringförmigen Schicht in der Entfernung z 

gun g ficos a dt^ 

und es ist u ^ ^-^ ^ --—^ , also fu — g fi cos a -^ gfjt. — , 

worin dl, die vertikale Höhe zwischen den Mittelpunkten zweier benach- 
barten, nm d z voneinander abstehenden Querschnitte der Röhre darstellt, 



« 
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indem für eine solche Schicht e und d z augenhlicklich nicht in vertikaler 
Richtung, sondern in der Richtung der Bewegung dieser Schicht gemessen 
ist. Die Momentengleichung ist hiemach 

Multiplizirt man mit djs und integrirt dann für die vertikale Abszisse z 
der Röhrenaxe von <s^ -^ bis ^ ^= z , indem man jeden Stromfaden in der 
horizontalen Anfangsebene beginnen und in einer horizontalen Endfläche 
endigen lässt; so ergiebt sich, da auf der linken Seite nur r von z ab- 
hängig ist, und man nun C — £(» " ^ hat, 




Um diese Gleichung , nachdem sie mit ^ 5 multiplizirt ist , für ein 

konstantes z nach c integriren zu können, hat man »^ — v^'^ — -" r»^,^ 

zu setzen und z nach der Voraussetzung für alle ringförmigen Schichten 
als gleich anzusehen. Ninunt man an, dass der Druck p in allen Punkten 
eines Querschnittes der Röhre gleich sei (was sich jedoch alsbald als 
unzulässig erweisen wird) ; so ergiebt sich , wenn man die von J un- 
abhängige Grösse 




F'{r) ,dr 



r* 



Z 



setzt, 



'0 



I 





Die linke Seite dieser allgemeinen zwischen den Grenzen J — und 
und £ — S gültigen Gleichung erhält keine Konstante, da für J -- 

sowohl S, als auch -^-^ gleich null ist. Bezeichnet man zu grösserer 

Deutlichkeit die Geschwindigkeit t?, welche in der Tiefe z und dem Ab- 
stände X von der Axe der Röhre stattfindet, welche also demjenigen 
Faden angehört, welcher im obersten Querschnitte den Abstand § hat, 
mit F^|, ebenso den Druck jt) in diesem Punkte mit P^^, so 

hat die linke Seite den Werth, welchen fr*Zi -^^ für ? — ? 

annimmt. 

Dividirt man die vorstehende Gleichung durct S und multiplizirt 
sie mit S 5 ; so ergiebt eine nochmalige Integration nach S 
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— r ^'^ ^'^ + 4" ^' ^^ ~ ^o) 



Die letzte Gleichung ergiebt die Geschwindigkeit F„^ in einem be- 
liebigen Punkte der Einflussöifnung , wenn die Geschwindigkeit Vqq im 
Mittelpunkte derselben und der Druck p in der Entfernung is bekannt 
sind. Für 5 = r^ ergiebt sie eine Beziehung zwischen V^ro und F^q. 
Nun findet sich aber V^ro auch aus der vorhergehenden Gleichung 
für ^ = rv , wenn man die Beziehung zu dem Gleitungswiderstande 

•^(^^X = *•'<> = - (a + »i» + cFo.o + dF„.,«) 

berücksichtigt. Hiemach sind, wenn p bekannt ist, die Geschwindigkeiten 
in allen Punkten der Röhre gefunden. Der Druck p erscheint in zwei 
Formeln: beide enthalten auf der rechten Seite ein in r^^p multiplizirtes 
Glied; die eine enthält aber auf der linken Seite den Gleitungswiderstand 
aof erster Potenz, also ein in bp multiplizirtes Glied, die andere dagegen 
enthält auf der linken Seite , wenn 7^ ^ durch 0q ^ ausgedrückt wird, 

ein in vÄ 4- bp multiplizirtes Glied. Diese beiden Gleichungen können 
als allgemeines Gesetz für den Druck p nur zusammen bestehen, wenn 
^ ~ ist, wir setzen daher den Beibungskoeffizienten, wie es sich auch 
weiter unten als nothwendig ergiebt, gleich null, bemerken jedoch 
hierbei, dass diese Annullirung von b nicht den Mangel an Reibung für 
jede Flüssigkeit beweiset, sondern anzeigt, dass nur eine reibungslose 
Flüssigkeit das hier in Rede stehende System verwirklichen kann. Hier- 
nach bestimmt sich die Geschwindigkeit v^ oder Vq | durch Integration der 
vorstehenden allgemeinen Gleichung, wobei p als eine unbekannte Konstante 
zu behandeln ist. Wie in Nr. 25 so ist auch hier Vq eine ganze rationale 
Funktion von ^. Man kann vorhersehen, dass dieselbe nur Potenzen 
von ^ mit paaren Exponenten enthalten wird, übrigens wollen wir, um 
Diess durch die Rechnung zu bestätigen t;^ = a^, + a, ? -f- «a 5'^ + »3?* + «4?* 
Beizen. Alsdann ist 

^ = a, + 2a,? + 8a,5* + iaj' 

||^ = a,? + 2a,5* + ZaJ' + ia,V 

V = a,» + 2a,a,| + (a,» + 2a^a^)V + i2a,a^ -f- 2o, o»)?» 
+ (Og» + 2a, 03 4- 2o,aj5* + (2a, o^ + 2o,aj)?» 
. + (o,» + 2a,a,)|« + 2a3a,r + a,*^ 







+ -f: («• «3 + «' «»> ^' + -t(<+^ «- «s + 2«o «4) 5" 

+ ^ (a, a, H- a^a^) 5' + -^ (a,» + 2 o, o,) 5» 



2 



+ -^«3««?' + T^«4"=" 
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Den vorstehenden Formebi von x/d x, d x\ v liegt die stillschweigende 
Voraussetzung zu Grunde, dass die Koeffizienten a„, a^, ag . . . der letzten 
Formel für Vq konstante Werthe haben, sodass in der Formel der 
Geschwindigkeit t), welche derselbe Faden in der Tiefe ^ annimmt, und 
welche nun 

» = «.^ + «.5r5+«.5>*5* + ••• 

wird, die Faktoren a,,, a, , ög . . ^ von /s oder r unabhängig bleiben. 
Substituirt man unter dieser Voraussetzung die vorstehenden Werthe 
in die allgemeine Gleichung und gleicht die Koeffizienten gleich hoher 
Potenzen von 5 gegeneinander aus; so ergiebt sich ö, =:: 0, ög = 0, 
«g i=r 0, a^ = und 

Hiemach erscheint t;^, = F^i als eine von 5 unabhängige, also im 
ganzen Querschnitte der Bohre konstante Grösse a^ und es ist zu dem 
Ende nothwendig, dass die Funktion von r, £f, p, als welche a^ erscheint, 
einen konstanten Werth habe. Diess führt zu einer Beziehung zwischen 
dem Drucke p und der Tiefe £f; lös't man die letztere Gleichung nämlich 
für p auf; so kömmt 

i> = i>o + ^ (^ ^ — '-2V*^ ^o') 

Diese Formel gilt für jede Tiefe -er, also auch für "die ganze Tiefe h 
der Bohre imd ergiebt, wenn man den Druck in dieser Tiefe oder in der 
Ausflussöffnung vom Badius r, gleich dem in der Einflussöffnung, also 
fOr £; = h p = Pq setzt, 



i r,* (To* — r*) 

folglich die Ausflussgeschwindigkeit 






Das vorstehende überraschende Besultat, demzufolge in allen Punkten 
jedes Querschnittes dieselbe Geschwindigkeit herrscht, die Flüssigkeit also 
sich in parallelen Schichten bewegt, entspricht offenbar der Wirklichkeit 
nicht. Nur in einer Bohre von sehr kleinem variabelen Kaliber, 
welche gewissermaassen einen einfachen Stromfaden darstellt, ist sie 
möglich: für weitere Bohren weis't das vorstehende Besultat auf eine 
Unzulänglichkeit in den Voraussetzungen hin. Die letzteren betreffen, 
wenn man das geometrische Gesetz der proportionalen Änderung der 
Querschnitte der Fäden beibehält, nur den Druck p, welchen wir als 
konstant für jeden Punkt eines Querschnittes angenommen haben. Diese 
Annahme erweis't sich jetzt als unstatthaft: der Druck p muss eine 
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Funktion von x oder von S und zwar nach Nr. 23 eine ganze rationale 
Funktion sein. 

Wegen der synunetrischen Vertheilung der Kräfte um die Axe der 
Röhre wird diese Funktion ebenfalls nur Potenzen von f mit paaren 
Exponenten enthalten: zur Bestätigung setzen wir aber dennoch 

Po = -Pol = K + ^'? + V?' + Wh + ^'?' 

jp, = p,, = v'+ ^"?+ V'5^+ V'?'+ K'^' 

Substituirt man diese Werthe für p und p^ ausser denen für t;„ in 
die allgemeine Gleichung; so liefert eine Ausgleichung der gleich hohen 
Glieder a, = 0, Og = 0, a^ 1=1 0, b, = 6/ = 0, 63 = ftg' = und 
man hat 

f^o^ = «0 + öa?* 

Pz. = feo 4- &25' + ^?* 
mit den Bedingungsgleichungen 
1 r * r* 



6 "^ r* 



-9-/* -^— V - 4/VZaa + (l>o - bo') = ST/"*« 



Fllr iE! = werden alle Glieder dieser drei Gleichungen ^ 0, da 
alsdann r = r« und ^ = ist. Für z = h werden dieselben, wenn 
der zugehörige Werth yon Z mit Zi bezeichnet wird, 



1 U* — i^i\t 



/* ■' 4 ' V f (*/' -K) = 



6 '-• r, 
1 r* — r* 



i.* ' 4 ' «»«» + (V - V) = 



. 2 <- r, 

Die Grössen Öq' und 6q'' bezeichnen den Druck auf den Mittelpunkt 
der Ein- und Ausflussöffnung , also zwei gegebene Grössen (welche fOr 
den Ein- und Ausfluss in atmosphärischer Luft einander gleich sind). 
Demzufolge stellt die letzte Gleichung eine Beziehung lediglich zwischen 
den beiden Koeffizienten Uq und a.^ dar. Eine zweite Beziehung zwischen 
a„ und a^ ergiebt der vorhin genannte Werth von 0: denn da 

^0 = ^ol = «0 + aj^ 

'^^^ — ^2 '^Ol — "O ^2 -r «2 ^2 ? 

8? ^ r* 
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und für die Bandschicht in der Tiefe z, für welche a? = r und i = r^^, also 

ist; 80 hat man nach dem Werthe von (P^,. 

Diese und die letzte der vorher aufgestellten sechs Bedingungsgleichungen 
ergiebt die Werthe von a^ und a^ und damit die allgemeine Formel für 
die Geschwindigkeit F« | ; wenn dabei eine sogleich näher zu bezeichnende 
Nebenbedingung erfüllt wird. Nachdem a^ und a^ bestimmt sind; liefert, 
da h^ gegeben ist, die dritte der obigen sechs Bedingungsgleichungen 
den Werth von h^ und es bleiben nun vier Gleichungen übrig, aus 
welchen unmittelbar die Werthe der vier Differenzen h^ — 6.^', h^ — 6^ ', 
62" "- 62' ui^d h^* — h^* hervorgehen. 

Um aus diesen vier Differenzen die sechs Grössen ftg» ^v ^2'» ^4» 
63", 6^" einzeln zu bestimmen, müssen zwei derselben, welche verschiedene 
Zeiger tragen, gegeben oder doch bekannt sein. Der einfachste Fall ist 
der, wo die Ausflussöffnung oder der Eadius r so klein ist, dass man 
den Druck auf alle Punkte des untersten horizontalen Querschnittes 
nahezu gleich, also p" = h^' und h^' — 0, ft/' = setzen kann. 
Alsdann würden die letzteren Gleichungen sofort die Werthe von \y 6^, 

^2» ^4' ergeben. 

Die Bedingung, dass der Druck in allen Punkten des obersten 
horizontalen Querschnittes gleich, dass also bg' = und l>^' = sei, 
würde, wenn die Ausflussöffnung sehr klein, also nahezu auch 5.^" = 
und \>^' = wäre, die Koeffizienten a^ zum' Verschwinden bringen, mit- 
hin auch &2 ^^^ ^4 ^fthezu gleich null machen, folglich eine Bewegung 
in nahezu parallelen Querschichten mit einem in allen Punkten eines 
horizontalen Querschnittes gleichen Drucke hervorbringen. 

Vermöge der jetzt ermittelten Bedingungen wird die allgemeine 

Momentengleichung, nachdem sie durch -^ '^^ dividirt ist, 

4/ro* a., Z = \ fi ^^ ^^ («0^ + «0 «2 5^ + 4" "2* ^^J—yt'^+P-Po 

Dieselbe stimmt mit der dritten der vorstehenden Bedingungsgleichungen, 
nämlich mit 

4/ro*aaZ= -g-/^ ^^ ^^ öo* — 9^e -\- h — h' 

überein. 

Prüfen wir nun die aus dem Werthe von <l>^r hergenommene 
Bedingung. Dieselbe muss für jede Tiefe z oder für jeden Durchmesser r 
gelten. Da nun alle übrigen darin enthaltenen Grössen Eonstanten sind; 
so ist sie nur möglich, wenn sich alle Glieder, welche gleich hohe 
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Potenzen von r enthalten, einander ausgleichen, d. h. wenn a = 0, 
5 =:z 0, rf = und 2 /a. r^^ — ~ c (a,, + a^ r^^) ist. Der Koeffizient c 
ist eine gegebene Grösse, welche jeden beliebigen Werth haben kann, 
welche aber in der Wirklichkeit in der Regel mit a und d zugleich ver- 
sehwindet, also im Allgemeinen, wenn a := c? = ist, ebenfalls gleich 
null ist, und daher Oa = fordert. Die Forderung a = 6 = d — 
ergiebt sich, auch wenn man für t> eine beliebig kömplizirte Funktion 
Yon i annimmt. 

Die vorstehenden Resultate verwirklichen sich hiemach im Allgemeinen 
nur für eine adhäsions- und reibungslose Flüssigkeit, welche 
sich in einer Röhre mit absolut glatten Wänden bewegt. 
Für eine solche nimmt die Ausflussgeschwindigkeit Yhx den obigen aus 
der Hydraulik bekannten Werth an und man sieht, dass sich dieselbe in 
parallelen Querschichten bewegt und dass wegen ag = auch b^ =^ l>2' 
^ bg" = und b, -= h/ = fe/' =. wird, während 5,/ = b^" = p^ 
=: p, ist, sodass der Druck p in jedem Querschnitte konstant wird und 
demnach sich ein horizontaler Spiegel in der Ein- und Ausfluss- 
öf&iung bildet. 

Für den speziellen Fall, wo a — 0, b — 0, d = 0, aber c nicht 
gleich null wäre, würde 2/a2 r^, = — c (a^^ + a^ r^,^) oder 

(2/ + cro) r^a^ = — ca^ 

die zweite Bedingungsgleichung zur Bestimmung der beiden Koeffizienten 
Uq und a.^ liefern, also die Geschwindigkeit Vg^ bestimmen. Dieser Fall 
setzt eine Flüssigkeit von besonderer Beschaffenheit voraus: wenn die 
gegebene Flüssigkeit diese Beschaffenheit nicht hat, kann sie auch die 
fragliche Bewegung nicht annehmen. 

Im Vorstehenden ist dargethan, dass sich eine adhärirende Flüssigkeit 
in einer Röhre mit variabelem Querschnitte nicht nach dem einfachsten 

Systeme, welchem die Beziehungen -^- = ^-^ = — , r^f> == r^^v^ ent- 
sprechen, bewegen kann : daraus folgt aber keineswegs, dass die Bewegung 
nicht nach einem weniger einfachen Systeme vor sich gehen könne. TJm 
Diess zu untersuchen, beachten wir zunächst, dass, wie auch die Stärke 'bx 
der Fäden mit der Entfernung z oder mit dem Radius r der Querschnitte 
der Röhre varüren möge, immer die Kontinuitätsgleichung 

besteht. Denkt man sich nun unter x irgend eine durch F bezeichnete 
Funktion von z und ? oder von r und S, sodass Ba? = -^y 35 ist; so 
ist, indem % als unabhängige Yariabele gilt, 

' FdF "^ d(F'') "".0^1 

worin F, eine Funktion von r und i bezeichnet. Da Vq der Werth von v 
für aj = J oder r = r„ ist; so muss die Funktion F, wenn wir sie 
F (r, 5) schreiben, so beschaffen sein, dass 
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— t — • — gj — — -^1 v^o» s; — A 

ist. Aus der Gleichung für v folgt 

dv_dvd^_ 8JF, 8t>o 

»a; ~ 8| 3a;~ • 8? ''' ' 8| 

-8^ = ^«^Ty- + ^^'81 

Die Momentengleichung wird, nachdem sie für ^ integrirt ist, 

X 







Die Grösse unter dem Integrationszeichen kann nach Vorstehenden! 
als eine Punktion von S und r dargestellt werden : die Funktion F muss 
also auch den aus der Momentengleichung wie vorhin sich ergebenden 
sechs Bedingungsgleichungen entsprechen. Hierzu gesellt sich die Gleichung 
wegen des Gleitungswiderstandes an der Eöhrenwand, welche verlangt, 

dass der Werth, welchen /-öt für J = ^"0 annimmt, gleich 

-- (a -^ hp -\- cv + dv^) 
für ^ = Tq sei. 

Wenn man will, kann man die Erforschung der Funktion ^von der 
letzten Gleichung aus beginnen. Unseren Zweck, die Möglichkeit eines 
Systems nachzuweisen, erfüllen wir durch die Annahme 

V = Ä + Bi' + CV 

worin ^ = «^ + A + Zo. 

^ = «. + ^ + -^ 



G = «4 + 4 + ^ 



r* r 



ist. Hiemach ist 



ll = 22y? + 40r 



Für E = rg muss also sein 

-f{2Br, + 4Cro^) = a + Ip ^ c{A ^ Br,' + Cr,,') 

+ dU -h Br,^ + Cr,r 

Substituirt man für Ä, JB, C ihre Werthe und gleicht, weil die 
Formel für alle Werthe von r gelten muss, die Faktoren der gleich hohen 
Glieder von r gegeneinander aus; so kömmt, wenn man 

A = «0 + «aV + «4^0* 

^0 = .^0 + 1^2 V + ß^ro' 

Co = ro + raV + ^^0* 
setzt. 
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Co = 

Zur Bestimmung der Funktion x ^= F hat man, wenn 

4 „ J_ ^0 j_ ^0 

^i = «. + v^ + A 

gesetzt wird, 

«0 = ^, . + 5, 1» + ö, 5« 

und daher nach der Gleichung 

X ox = 

V 

Das Integra] dieser Gleichung zwischen den Grenzen x und für x 
und den Grenzen ? und für 5 ergiebt x als Funktion von 5. Die 
Forderung, dass a; für £ = r^ gleich r werden muss, liefert eine fernere 
Bedingung für die Koeffizienten dieser Funktion F, 

Aus Vorstehendem geht hervor, dass die Flüssigkeit in einer Röhre 
mit variabelem Querschnitte gleitend an den Wänden sich bewegen 
kann, und dass, wenn die angezeigten Bedingunsgleichungen der Zahl 
nach geringer als die Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten sind, die 
Bewegung nach unendlich vielen verschiedenen Fadensystemen, möglich 
ist. Von allen diesen möglichen Systemen hat indessen nur ein einziges, 
welches wir in Nr. 70 und 77 kennzeichnen werden, Anspruch auf 
Verwirklichung. 

32. Das Haften der Flüssigkeit an der Wand. Für die in 

voriger Nummer betrachtete Bewegung einer Flüssigkeit in einer Röhre 

mit variabelem Querschnitte kömmt noch die Möglichkeit in Frage, dass 

r ^ 
die Geschwindigkeit F^,. = -\'^orQ an der Wand der Röhre, also auch 

Fq,.q gleich null, aber der Koeffizient c oder auch der Koeffizient d oder 
jeder unendlich gross sei. Alsdann nimmt nämlich das Glied c Fq,© oder 
das Glied d V^ro^ oder jedes dieser beiden Glieder in dem Gleitungs- 
widerstande einen unbestimmten Werth an , welcher die betreffende 
Gleichung für alle Werthe von r erfüllbar macht. Die Bedingung 

Voro = «0 + «2^'^ = ö 
stellt dann die noch erforderliche letzte Beziehung zwischen den Koeffizienten 
a^ und Og dar, wodurch die ganze Bewegung in der Röhre bestimmt ist. 
Für die Geschwindigkeit Vgx und Vg^ erhält man dann 
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^ ZQ — "2 ^2 "- "O ^2 

Hieraus geht hervor, dass wenn die Flüssigkeitsschicht, welche die 
Röhrenwand berührt, an dieser fest haftet, ein unendlich grosser Koeffizient c 
oder d die Bewegung der Flüssigkeit nach den obigen Formeln ermöglicht 
und den Gleitimgskoeffizienten immer in der Form 

- (a + 6^ + cY^r + dF,,.0 
erscheinen lässt, indem dieser Ausdruck wegen der Unbestimmtheit des 

Gliedes c Ygr oder d Ygr^ stets gleich / '^ = 2fa^-~ sein kann. 

Vorstehendes gilt natürlich auch für die in Nr. 29 behandelte 
Bewegung einer Flüssigkeit in einer Röhre von konstantem kreisförmigen 
Querschnitte. Der Werth Fr == bedingt auch dort den Werth c = od 
oder ä = OD und man erhält dann einfach 

''. = (« + ^)t 

während v den dortigen Ausdruck behält. 

Für unendliche Werthe von coder d kaim hiernach jede beliebige 
Flüssigkeit an der Röhren wand haften, gleichviel, welche Werthe die 
Koeffizienten a und h haben. In Nr. 80 haben wir aber schon erwähnt, 
dass für spezielle Werthe von a und b eine diesen Werthen entsprechende 
Flüssigkeit auch mit endlichen Werthen von c und d an der Röhrenwand 
haften kann. 

Wenn man die Annahme, dass die Geschwindigkeit an der Gefäss- 
wand gleich null und der Koeffizient c oder d unendlich gross sei, auf 
die Bewegung in einem offenen Flussbette von unendlicher Breite überträgt, 
also in Nr. 22 F, = und c, joder d, oder beide unendlich gross setzt ; 
so ändert Diess die Formel für F^ und v nicht; diese Annahme erscheint 
daher als eine zulässige, jedoch nicht als eine nothwendige. 

Eine Übertragung der vorstehenden Annahme auf die in Nr. 25 
behandelte Bewegung in einem Flussbette von endlicher Breite, also die 
Bedingungen 

^Äy = «0 + «2*^ + «8»* + «6*^ — 6 «6*^ 3/^ + «6 2^* =' ö 
Vxk == «0 + ^2^^ + ^z^^ + ^6^* — Qa^x^h^ + a^Ä* = 
würden, damit sie für jedes x und y in Erfüllung gingen, 

«0 + a^Ä* + OßÄ* = a, — 6agA* = a^j = 
% + Ö3Ä* — agÄJ* = 02 — 6ae&*^ = a^ = 

also ÜQ = 0, a^ = 0, ag = 0, ttß = verlangen. Hierdurch würden 
aber alle Geschwindigkeiten annullirt werden. Für dieses System erscheint 
also die in Rede stehende Annahme ganz unzulässig, was sich auch wohl 
begreift, da ein Element, welches eine Wand berührt, nur mit der 
Berührungsfläche, nicht aber mit den normal darauf stehenden Seiten haften 
kann: ist nun die relative Geschwindigkeit in den letzteren Seiten nicht 
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für alle Elemente gleich null, wie es in den vorstehenden drei Systemen 
der Fall ist : so kann in diesen Seiten kein Haften stattfinden, die Grenz- 
elemente können also nicht in absoluter Ruhe aller ihrer Atome verharren. 

Aus Vorstehendem ergiebt sich, dass das Haften der Flüssigkeit an 
der Sohle eines Flussbettes von unendlicher Breite möglich, aber nicht 
Dothwendig, an der Sohle eines Flussbettes von endlicher Breite unmöglich, 
an der Wand einer Bohre von konstantem oder variabelem kreisförmigen 
Querschnitte möglich, aber nicht nothwendig ist. Welche Bewegung in 
dem Falle, wo ein Haften möglich, aber nicht nothwendig ist, wirklich 
eintreten wird, werden wir erst später untersuchen: das Haften wird 
nur da eintreten, wo das Gleiten unmöglich ist. 

In den Fällen, wo ein unmittelbares Gleiten an der Wand nicht 
möglich ist, ist nach Vorstehendem zwar ein Haften an der Wand möglich, 
allein es ist noch eine andere Bewegung in den durch die Axe der Röhre 
gehenden Ebenen möglich, welche auf der Bildung einer netzenden 
Schicht aus wirbelnden Elementen beruhet. Denkt man sich, 
dass durch den Strom , welcher an der Wand die Geschwindigkeit v hat, 
die Elemente einer netzenden Schicht in Rotation versetzt werden und 
dass die Umfangsgeschwindigkeit v^ eines solchen wirbelnden Elementes 
kleiner ist, als Vy dass also der Strom an diesen elementaren Wirbeln 
gleitet; so wird der Gleitungswiderstand in der Grenzfläche des Stromes 
für die Bewegung in einer Röhre nach voriger Nummer 



r ' 


— 




a 


+ hp + c 


{V 


— ( 


worin v 


=r 


r,r = 


r 2 

= «o5r + 


«2 


r * 



ist. 

Die Geschwindigkeit v^ kann hiemach immer so bestimmt werden, 
dass dadurch diese Gleichung erfüllt wird. Offenbar wird aber «?, in 
irgend einer gesetzlichen Weise mit v variiren: machen wir einmal die 
Annahme, dass v, ein konstantes Vielfaches von v plus einer konstanten 

Grösse, dass also wegen des vorstehenden Werthes von t? v, = — ^ — ß sei; 

so verlangt die letztere Formel, wenn man nach gehöriger Entwickelung 
die Glieder nach Potenzen der Variabelen r ordnet, die Erfüllung folgender 
Bedingungen 

a + bp + cß + dß'^ = 
2/02^»' = («0 V + «2^o' - «) (c + 2dß) = 

«0^0^* + «"^^0* - w = 
mithin a^ = 0, « = a^ r„*, 



ß ^ - 



+ V(m)' - i (" + "■> 



2d 

Hierdurch ist bereits einer der beiden Koeffizienten a^, a^, nämlich 
ttg = bestimmt und danach ergiebt sich für den anderen a^^ der Werth 



«0 =■ ^i 



2 



V 
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und für die Geschwindigkeiten Vzr und Fßro erhält man 

V — -5_ y — /> io_ 

''zr — ^2 '^O'-O — "O ^2 

r * 
Wegen ag = wird aber nach voriger Nummer auch Vgx = «o ~V 

und FqI = öq ; die gemachte Annahme v^ = — g^ — ß führt also zu dem 

Ergebnisse, dass das Gleiten an einer wirbelnden nassen Schicht eine 
Bewegung in parallelen Querschichten erfordert, also eine Bewegung, 
welche auch ohne die wirbelnde Schicht möglich ist, bei dem Vorhanden- 
sein einer solchen Schicht aber jedenfalls leichter und mit grösserer 
Geschwindigkeit von statten geht, da dann die Koeffizienten a, 6, c, d 
jedenfalls kleinere Werthe haben, als beim unmittelbaren Gleiten an 
der Wand. 

Die Bewegung einer Flüssigkeit in parallelen Querschichten oder mit 
gleichen Geschwindigkeiten in allen SU*omfäden ist nun in allen Fällen 

a 
eine Unmöglichkeit und daraus folgt, dass die Annahme v, = — jj- — ß 

zur Lösung der Aufgabe nicht geeignet ist, dass dem t;, vielmehr eine 
andere Form gegeben werden muss, welche eine Beziehung zwischen 
Oq und Og ergiebt, die nicht den Nullwerth für a^ fordert. 

Wenn die drei Koeffizienten a, b, c so klein sind, dass man die 
ersten drei Glieder a + bp -f- cv des Gleitungs Widerstandes ver- 
nachlässigen, also (f = — d {v — v^y setzen kann, wie es nach den 
Beobachtungen dem Wasser entspricht; so ist die Gleichung 

allgemein zu erfüllen. Der Werth von v — «;, muss dann nothweudig 

C r'^ 

die Form — haben, oder, da v = -^ (S "I" ^ ^o'^)» folglich r = 



r, 



]/ ~ ~ — ~ ^®*> ^^® Form v — «;, = nVv haben worin n 

einen konstanten Faktor bezeichnet. Dieser Faktor ist lediglich an die 
beiden Bedingungen gebunden, erstens, dass er positiv, also v stets > v^ 
sei , weil die wirbelnden Elemente ihre Bewegung von dem Strome, 
nicht von der Wand empfangen, zweitens, dass aus dem nämlichen Grunde v^ 
stets positiv bleibe. Die erste Bedingung erfüllt sich durch jeden positiven 

Werth von n: die zweite Bedingung fordert v^ = v — nyv > 0, also 

v^ > n'^v oder v > n'^ oder n < Vv . Haben nun r, v für den Anfang 
der Röhre die Werthe ^q, Vq, für die engste Stelle, welche in der Bohre 
vorkömmt, die Werthe Ä^, V^ und für die weiteste Stelle die Werthe 
JJ,, F,, sodass 

ist ; so ist der kleinstmögliche Werth von 'v gleich F, , die vorstehende 
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^ M> f"~^ (A f r'~—' 

ßedingimg fordert daher n <. y V^ < -^- ]/ v^ = -^ V t^^, worin a 

jede beliebige Zahl <, 1 sein kann. 
Hiemach wird 

und die obige Bedingungsgleichung 

2/«, ^' = - d (f - »,)» 
liefert die gesuchte Beziehung zwischen a, und a, in der Form 

Wenn die drei Koeffizienten a, b, d gleich null sind, sodass man 

y = — c (v — vA hat; so muss v — «;, = w^; und w = ^" V t;,, 

sein. Diess giebt die Bedingungsgleichung 

r ^ 



»0 = — «2^0 ( ^- + rA 



In diesem wie in dem vorstehenden Falle' kann mithin die Flüssigkeit 
in einer Eöhre mit variabelen Querschnitten an einer wirbelnden Grenz- 
schicht gleiten. Der Bildung der wirbelnden Elemente mit der von r 
abhängigen Geschwindigkeit t;, am Strome steht durchaus kein Hindemiss 
im Wege. Die so gebildeten Wirbel absorbiren nach Nr. 21 keine 
lebendige Kraft, weil ihre Bewegung konstant bleibt: sie erfordern aber 
wegen der Gleitung an der Wand eine bestimmte Menge von Arbeit, 
welche der Strom durch die Gleitung an den Wirbeln hervorbringt. 
Dass diese Arbeit an der Innenseite der Wirbel der Arbeit an der Aussen- 
seite trotz der Verschiedenheit, welche dem Gleitungswiderstande am 
Strome und an der Wand zukömmt, dennoch gleich sein kann, ergiebt 
sich daraus , dass jedes wirbelnde Element am Strome eine grössere 
Umfangsgeschwindigkeit haben kann, als an der Wand, indem es sich 
nicht in lauter konzentrische, sondern in exzentrische Schalen abtheilt, 
welche am Strome ihre schwächste und an der Wand ihrfe stärkste Dicke 
haben. Durch eine hinreichend grosse Exzentrizität dieser Schalen kann 
die Umfangsgeschwindigkeit der wirbelnden Elemente an der Wand, mithin 
auch die an der Wand zu verrichtende Arbeit beliebig gross oder klein, 
sogar gleich null gemacht werden. Die vom Strome an der Wirbelschicht, 
welche die Grenzschicht des Stromes bildet, zu leistende Arbeit ist aber 
in der Momentengleichung berücksichtigt, bedarf also keiner anderen 
Berücksichtigung, als dass dem Koeffizienten d ein die Gleichheit dieser 
beiden Arbeiten gewährleistender Werth beigelegt wird. 

Der Koeffizient «, welcher < 1 sein muss, kann unendlich ver- 
schiedene Werthe annehmen, welche ebensoviel möglichen Bewegungen 
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entsprechen. Nach Nr. 77 kömmt jedoch für die Wirklichkeit nur ein 
einziges dieser Systeme in Betracht, und zwar, wie wir sehen werden, 
dasjenige, für welches a so klein als möglich, also gleich null ist. Für 
u = ist t; = v^: damit alsdann zwischen dem Strome und der wirbelnden 
Masse eine Arbeit hervorgebracht werde, welche der Arbeit zwischen den 
wirbelnden Elementen und der Wand gleich ist, kann d je nach den 
Umständen verschiedene Werthe annehmen. Bleibt d endlich, sodass 
o'-^d = ist; so verlangt die letzte Grleichung, dass a^ = — oo . a.^ 
werde. Diese Forderung kann auf zweierlei Weise erfüllt werden: 
erstens, durch einen von verschiedenen endlichen Werth von a^ und 
einen unendlichen Werth von a,„ was eine unendlich grosse Geschwindigkeit 
Vq^ = üq in allen Fäden voraussetzt ; zweitens durch den Werth a^ = 
und einen endlichen Werth von % = — oo 0, was, wenn dieser Werth 
konstant ist, eine gleiche Geschwindigkeit V^^ = a^, also eine Bewegung 
in parallelen Querschichten voraussetzt, wenn er jedoch nicht konstant, 
sondern unbestimmt ist, für a^ denjenigen Werth verlangt, welcher für 
a.^ = die letzte der in voriger Nummer aufgestellten Bedingungs- 
gleichungen 



2 '^ r 



erfüllt, sodass alsdann ein regelmässiger Strom von aneinander gleitenden 
Fäden, für welchen die Geschwindigkeit v an der Grenze = v, ist, 
entsteht. 

Ist d unendlich gross; so kann u'^d jeden endlichen, unendlichen, 
sowie den NuUwerth annehmen, was für a^ und o.^ zu ähnlichen Folgerungen, 
also auch zu der fuhrt, dass für a^ = ^ ^^^^ regelmässige Strombewegung 
möglich ist. 

Die Betrachtung unendlicher Werthe von d und unbestimmter Werthe 
von u^d legt die Berücksichtigung variabeler Werthe der Koeffizienten 
a, h, Cy d im Gleitungswiderstande 9), nahe. Dass diese Koeffizienten 
thatsächlich variabel und nur innerhalb massiger Grenzen des Druckes 
und der Geschwindigkeit nahezu konstant sind, scheint nach Nr. 30 und nach 
direkten Beobachtungen ausser allem Zweifel zu stehen. Auch die Wahr- 
nehmung, dass, wenn man ein mit Wasser gefülltes rundes Glas- oder 
Porzellangefäss sehr langsam umdrehet, das Wasser dem Gefässe folgt, 
also daran haftet, dass aber, wenn man das Gefäss rasch umdrehet, 
das Wasser dem Gefässe nicht folgt, also daran gleitet, weis't auf die 
Variabilität jener Koeffizienten hin. (Bei zähen Flüssigkeiten liegt die 
Grenze des Haftens bei einer grösseren Geschwindigkeit). 

Die in Nr. 30 erwähnten Versuche von Tower lehren, dass der 
Koeffizient b für die eigentliche Reibung gut geölter, glatter Körper 
umgekehrt wie der Druck p variirt, sodass der Reibungswiderstand von 
diesem Drucke unabhängig wird und die beiden Glieder a -{- bp in ein 
einziges Glied, welches kein p enthält zusammengezogen werden können. 

Femer geht aus diesen Versuchen hervor, dass der Reibungswiderstand 
bei Geschwindigkeiten von 0,05 bis 0,5 Meter pro Sekunde abnimmt, 
bei grösseren Geschwindigkeiten aber mit der Quadratwurzel der Ge- 
schwindigkeit wächst. Hieraus dürfte zu schliessen sein, dass der 
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Gleitimgswiderstand für Tlüssigkeiten an sehr glatten Wänden, also für 
Fälle, wo d nahezu gleich null ist, etwa die Form 

y, = « + w— 



Vv -{-r 

habe, welche für t; = den Werth r/), = « hat, der mit wachsendem v 
jedoch unausgesetzt steigt. Einer solchen Veränderlichkeit können natürlich 
nur physikalische Ursachen zu Grunde liegen, welche ein von der 
Geschwindigkeit und dem Drucke bedingtes Verhalten der mehr oder 
weniger tief ineinander eindringenden Grenzatome bewirken. Solchen 
Ursachen ist auch die erfahrungsmässige Verschiedenheit zuzuschreiben, 
welche die Reibung der Ruhe und die Reibung der Bewegung starrer 
Körper aufweiset. Demzufolge können die Werthe, welche die Koeffizienten 
a, 5, c, d als Funktionen von v und p annehmen, nicht durch rein 
mechanische Prinzipien, sondern nur durch physikalische Gesetze, gestützt 
auf Beobachtungen, festgestellt werden. 

33« Die übrigen möglichen Bewegungen einer adhärirenden 
Flüssigkeit« Wenn man nach den möglichen Bewegungen einer Flüssig- 
keit in einer Röhre mit Tertikaler Axe fragt, so bieten 'sich mehrere 
Systeme dar, welche einzeln geprüft werden müssen. Zunächst kömmt 
die Bewegung aller Fäden in vertikaler Ebene in Betracht. Hierbei 
sind zwei Fälle zu unterscheiden: der erste ist die Voraussetzung, dass 
die Grenzfäden unmittelbar an der Wand herabgleiten und dass die 
Bahnen aller übrigen Fäden sich denen der ersteren gesetzmässig an- 
schliessen; die zweite dagegen ist die Voraussetzung, dass der herab- 
fliessende Strom die Wand verlässt und zwischen sich und der Wand 
elementare oder auch endliche Wirbel bildet, welche in vertikalen 
Ebenen an dem Umfange des Stromes abwärts und an der Wand der 
Röhre aufwärts strömen. 

Ausser diesen beiden kommen zwei andere Systeme in Betracht, 
welche beide von der Voraussetzung ausgehen, dass die Fäden sich nicht 
in vertikalen Ebenen, sondern in spiralförmigen Linien bewegen. 
Der dritte Fall ist also der, wo die spiralförmigen Grenzfäden an der 
Röhrenwand gleiten und die inneren Fäden. gesetzmässig folgen; der vierte 
Fall aber ist der, wo die spiralförmigen Fäden die Röhrenwand verlassen 
und zwischen dem inneren Hauptstrome und der Wand Wirbel erzeugen, 
welche nicht in vertikalen, sondern in schiefen Ebenen liegen. 

Für stark kohärirende Flüssigkeiten, insbesondere für Sand, sowie 
^ alle Flüssigkeiten, wenn sie eine ungemein enge Röhre bilden, ist 
noch die Bewegung in parallelen Schichten, ohne Gleitung der Fäden 
aneinander mit und ohne wirbelnde oder festliegende Massen an den 
Wänden zu erwägen. 

Die ersten beiden Fälle sind durch die vorhergehenden Untersuchungen 
erledigt; die anderen beiden werden wir in den nächsten Nummern 
untersuchen. 

Für jedes dieser generellen Systeme von Bewegungen einer Flüssig- 
keit in einer Röhre könnten nun nach Nr. 20 unendlich viel spezielle 
Systeme von Stromfäden zugelassen werden. Dieselben reduziren sich 
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jedoch durch die schon in Nr. 20 erörterte, für jeden Hauptstrom gültige 
Bedingung, dass der Druck p in jedem normalen Querschnitte der Röhre 
oder für jedes z eine stetige Funktion, jetzt von x oder S sein muss, 
sowie durch die in Nr. 21 vorgeführten Bedingungen für die Form der 
etwaigen Wirbel und todten Massen auf eine gewisse Anzahl von Systemen, 
häufig auf ein einziges. 

34« Strudel-Bewegung in einem Trichter. Stellen wir uns vor, 
jedes an der Wand eines konischen Trichters liegende Element fliesse \n 
spiralförmigen Windungen an der Wand herab, sodass die ganze Wand- 
schicht, indem sie herabsinkt, sich . nach einer Seite um die Axe de^ 
Trichters drehet, und den so gebildeten Fäden schliessen sich die inneren 
Fäden gesetzmässig an, sodass in der Axe nur eine vertikal absteigende 
Bewegung stattfindet. Ist in irgend einer Tiefe z und im Abstände x 
von der Axe die horizontale Breite eines Fadens gleich öo;, die normale 
Breite aber gleich dx' , femer rj der Neigungswinkel desselben gegen die 
vertikale Axe, während für diesen Faden in dem horizontalen Anfangs- 
querschnitte oder für -8^ = 0, a; = ?, dx ^= d^, dx\ = 0?', rj =^ tjq ist. 
Ist d die Winkelbreite dieses Fadens in der Tiefe z und d^ diese Breite 
für ;er =:= , also x S , bezw. ? Sq die Fadenbreite normal zu dem Radius 
X oder ? ; so ist xö ex der horizontale und xd dx* = x8 d x cos t] 
der normale Querschnitt des Fadens und 2n xd x cos tj die Siunme der 
normalen Querschnitte aller Fäden einer ringförmigen Schicht, welche 
sich mit gleicher Geschwindigkeit v =: Vzx bewegen, sodass 2iv vxdx cos rj 
die für alle Querschnitte dieser Schicht gleiche Durchflussmenge darstellt 
und man 

VXdx cos ri = Vq ? C f cos rj^ 

hat. Indem wir jetzt, wie in Nr. 31 . 

X _ dx ^ r 
T ~ öl - "r^ 
setzen, wird diese Gleichung 

V r^ cos tj =: Vq r^ cos % 
oder vQcosrj = v^^QQ cos % 

also f> = v,-^y Y+-tc^ 

Die horizontale Oberfläche werden alle Fäden in vertikalen Richtungen 
verlassen, da hier nur vertikaler Druck herrscht und die horizontalen 
Pressungen gegen jedes Element sich annulliren: demnach ist /Jq = zu 
setzen. Die Tangente des Winkels rj ist eine Funktion von z und S; da 
aber dieser Winkel f ür ;8r = in jedem Punkte der Oberfläche, also für 
jedes 5 den Werth null annehmen und ausserdem in jeder Tiefe in der 
Axe des Trichters, also für S = ebenfalls gleich null sein muss; so 
hat tang jj die Form z S" (c^ + <?i ? + c,^ ^^ + • • •)» worin n nicht 
kleiner als 1 ist und die Koeffizienten c^j c,, C2 . . . Funktionen von z 
sein können. Da v für jedes positive und negative i denselben Werth hat ; 
so kann die- Funktion c^ + c, 5 -j- ^a 5* + • • • > welche im Werthe 
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von V im Quadrate erscheint, nur paare Potenzen von ? enthalten, man 
muss also 

tanytj = ;er(c„J» + c^i^-^^ + . . .) 

haben. Die einfachste Voraussetzung ist die, dass n =: 1 ist und dass 
die Koeffizienten Cq, c.^ • • • konstant sind und nicht über c.^ hinaus gehen, 
sodass 

tangrj = z(c^^ + cj^) 

ist. Wenn diese einfachste Form die Aufgabe lös't, entspricht sie nach 
Nr. 23 der Wirklichkeit. 

Zur Herstellung der Momentengleichung hat man 

dx ~~ dx d X '^ r di^ dx ^ r^ ' r öj d^' 

dxV^dx) '' d^Vox) dx '^ r d^V d?/ 
Sul tituirt man V = ^^^ Vi + ^* {cj + a, J")*^ 



r 

so er 'ebt die mit x == — £ multiplizirte Momentengleichung eine Formel, 

welch für Werthe der von einander unabhängigen Variabelen S und z 
(oder -) bestehen muss, welche mithin Beziehungen zwischen den 
Koeffi. mten c^, c^ und denen von v^ liefert. 
I 3ser dieser Formel muss die Gleichung 

^zro — / gT = — {a + cv + dv^) 

für ? Tjj, also V = Ter luid zwar für jeden Werth von r erfüllt 

werden Wenn diese Forderung erfüllbar ist; so ergiebt jene Gleichung 

für ^ : oder r = r^ , indem man % = V^i = % \- a^ 5'^ setzt, 

die Fol lel 

'^ '(hr, = - {a + c(ao + a,r,^) + d(a, + a,r,y} 

also ein Beziehung zwischen den beiden Koeffizienten a^ und ag ; aUgemein 
aber er ebt sie für 

» = ^ («. + «2? ') Vi + ^* (Co f+V.W 

die For sl 

/ ÜL r, -1- « r n ^''(<^o^o + C2>-o')(Co + 2 Ca ^o') 



+ 2/ ^^|2- V^i + 0' (c. r„ + Ca r,r 

= _ a _ --o-(ao + «.r„^) ^^^-^-___^ 



^4 (1 + ^* (Co r, + Ca r«")*) 
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Für = Oy r ^ Tq reduzirt sich diese Formel auf die soeben an- 
geführte Beziehung zwischen den beiden unbekannten Eonstanten a^ und a^, 
ergiebt also a^ als eine nur durch bekannte Grössen bestinunte Funktion 
von Uq, Für ;8f = Ä, r = r, erhält man eine Beziehung zwischen den 
beiden Variabelen c^ und C2, welche, wenn sie für die eine derselben, 
z. B. für ^2 aufgelös't wird, c.^ als eine Funktion der ersteren Cq erscheinen 
lässt. Setzt man diese Werthe von «2 '^'^d Cg in die allgemeine Formel; 
so liefert sie die Grösse c^ als eine Funktion von ^ oder r mit Hülfe 
der Konstanten a,). Die Letztere aber erfordert zu ihrer Bestimmung 
noch eine Gleichung und diese liefert die Momentengleichung. Dieselbe 
hat die Form 

und ergiebt durch Integration nach z 




• 



z 



. .. i 8^ a A öt;\ f 1 . ... , 



K 



Der Ausdruck unter dem Integrationszeichen auf der linken Seite 
entwickelt sich auf Grund der Formel von v als eine Funktion von S 
und z oder r und kann, nachdem die Beziehung zwischen z und r gegeben 
ist, eine Beziehung, welche von der Form des Trichters abhängt und für 
einen konischen Trichter 



e — z _ . r^ 

r — r^ oder z ^ — 



^0 



ist, sodass man 



dr = — — ^ dz oder 8^8? = dr 

e r^ 

hat, leicht als eine Funktion von ? und z oder von S und r dargestellt, 
also unter Beachtung, dass 5 von z oder r unabhängig ist, für z oder r 
integrirt werden. Wenn Diess geschehen ist, kann man auf der rechten 
Seite für v und v^^ ihre Ausdrücke als Funktionen von § und z oder r 
substituiren und die Gleichung, nachdem sie mit 85 multiplizii*t ist, 
nach 5 integriren, wobei z oder r konstante, p und Pq aber von ? ab- 
hängige Werthe haben. Diess giebt 





l>o)?8| 



Die hydraulischen Grundgesetze. 129 

Setzt man jetzt, wie in Nr. 31 , 

p = p.f = 60 + bj* + bj* 

so erhält man, wie dort, sechs Bedingungsgleichungen, wovon die sechste 
wegen bg" — b^' = die gesuchte zweite Beziehung zwischen üq und Og 
darstellt. Hiermit sind die zur Bestimmung der Konstanten a^, ag und 
der Variahelen Cf^, c^ erforderlichen und ausreichenden Bedingungs- 
gleichungen gefunden und damit der Beweis geliefert, dass eine Bewegung 
in dem Trichter nach spiralförmigen Linien ohne Wirhel möglich ist. 
Diese Bewegung ist durch Vorstehendes vollkommen bestimmt und die 

1 VT^ 

Beziehung == ^ dient zur genauen Bestimmung der spiral- 

cos ^ VqTq 

förmigen Bahn jedes Stromfadens. 

Für enge Trichter muss natürlich in den Ausdrücken für <l> die 
Winkelgeschwindigkeit nach Nr. 8 berücksichtigt werden (indem man 

dafür = fx ^ = — (a + hp -f cv + dv^) hat). 

ex 

In einer vertikalen zylindrischen Röhre, wo r = r^ , v =^ v^,, 
j^ 1= 7^^ = ist, fliesst die Flüssigkeit in geraden Linien herab. 

Eine Vergesellschaftung dieser Strudelbewegung mit spiralförmigen 
Wirbeln an der Wand des Trichters kann in Betracht gezogen werden, 
sie wird sich jedoch nur unter besonderen Umständen, z. B. bei Sand- 
massen, jedenfalls aber dann verwirklichen, wenn die Gefässwand nicht 
in stetiger Krümmung bis zur Ausfiussöffhung verläuft, z. B. wenn der 
Trichter durch eine ebene horizontale Platte in welcher die Ausfiussöffhung 
liegt, geschlossen ist. 

Schliesslich kann, wie in Nr. 33 erwähnt ist, für stark kohärirende 
Flüssigkeiten die Bewegung in parallelen Querschichten mit und ohne 
Wirbel erwogen und nach Nr. 19 berechnet werden. Namentlich wird 
sich Diess an Sandmassen in Gefässen mit sehr glatten Wänden, z. B. in 
Sanduhren ereignen. 

Welches von den möglichen Bewegungssystemen sich verwirklicht, ent- 
scheidet sich durch die Betrachtung in Nr. 77. Bei einer gewöhnlichen, 
schwach adhärirenden Flüssigkeit in einem bis zur Ausflussöühung stetig 
verlaufenden Gefässe werden im Allgemeinen nur zwei Bewegungssysteme 
in Frage kommen, dasjenige mit Fäden und etwaigen Wirbeln in vertikalen 
Ebenen und das vorstehend untersuchte mit kreisenden Fäden ohne Wirbel. 
Entspricht das erstere der in Nr. 77 zu erobernden Bedingung; so wird 
sich dasselbe unfehlbar verwirklichen (insofern das Gefäss nach der 
Voraussetzung eine genau symmetrische Gestalt um die Axe hat und der 
Zufiuss in der Einflussöffaung genau symmetrisch gegen die Axe hin 
verfolgt): entspricht dagegen das letztere der fraglichen Bedingung; so 
wird zu seiner Einleitung immer ein Anstoss erforderlich sein, da sich 
der Strudel ebenso gut nach rechts , wie nach links wenden könnte. 
Solange dieser Anstoss fehlt, also in einem absolut symmetrischen Gefässe, 
solange der Zufluss absolut symmetrisch erfolgt, wird sich das erstere 
System einstellen, es wird jedoch einen labilen Beharrungszustand 
bilden, welcher bei der allergeringsten Unsymmetrie sofort in den Strudel 
übergeht. 

Scheffler, Hydraulik. 9 
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Eine schwache Strudelung wird der Strom, selbst wenn die Bewegung 
in vertikalen Ebenen angezeigt iist, in Folge eines unsymmetrischen 
Zuflusses der Flüssigkeit, welcher ein Kräftepaar mit vertikaler Axe 
erzeugt, annehmen. 

85. Form des Oberspiegels« Die Form des Oberspiegels bestimmt 

sich folgendermaassen. Wenn die Einflussöifnung sehr gross gegen die 

Ausflussöffnung ist; so wird die Geschwindigkeit in den obersten Schichten 

ö V 
mit der Abszisse nur schwach variiren oder , , wird nahezu deich null 

dg; 

sein. Demzufolge wird bei einem Spiegel, welcher sich nur wenig von 
einer horizontalen Ebene entfernt, der Druck auf die durch den Mittel- 
punkt des Spiegels gehende Horizontalebene dem hydrostatischen Drucke, 
welcher der Höhe ^ des Spiegels über dieser Ebene plus dem atmosphärischen 
Drucke b\^ also dem Drucke g f/L, nahezu gleich sein , man wird also 
nahezu 

yf,X + b, - b\ + b',-e + b'J* 

oder, da für den Spiegel b^ — &'„ ist, 

^f^C = i',l^ + b'J* 

haben, wobei zu bemerken ist, dass die einem gegebenen S entsprechende 
vertikale Höhe £ in den Stromfaden zu übertragen ist, welcher in schräger 
llichtung durch den Endpunkt von £ geht. 

Wenn ft'g und h\ positiv sind, wie es bei einer sich verjüngenden 
Einflussstelle in der Kegel der Fall ist, wird der Spiegel eine konkave 
Fläche bilden oder in der Mitte tiefer stehen, als am Rande. Sind 
b'2 und b\ negativ, wie es bei einer sich erweiternden Einflussstelle in 
der Regel der Fall ist, wird der Spiegel eine konvexe, in der Mitte höher 
stehende Fläche bilden. Wenn von diesen beiden Koeffizienten der eine 
positiv und der andere negativ ist, wird die Spiegellinie einen Wendepunkt 
erhalten. 

Die vorstehende Formel für die Form des Spiegels setzt nur die 
Bekanntschaft des in der obersten Horizontalebene herrschenden Druckes 
in der Gestalt j>j, = ^'0 + ^'2^*^ + ^V?^ voraus, ist aber sonst von 
dem Systeme der Bewegung , welches diesen Druck erzeugt , unabhängig. 
Erst für eine genauere, mit Rücksicht auf die Wirkung der Beschleunigung 
in den einzelnen Stromfäden anzustellende Rechnung kömmt dieses System 
mit in Betracht. Setzt man alsdann die vertikale Höhe des in dem 
Spiegel liegenden Anfangspunktes desjenigen Fadens, welcher in der 
obersten horizontalen Querschnittsfläche oder in der Grundebene des 
Systems die Ordinate ? hat, über dieser Grundebene ^ — ti und den 
Radius des durch jenen Anfangspunkt gehenden horizontalen Querschnittes 
der Röhre - R; so wird der Druck in den verschiedenen Punkten des 
letzteren Querschnittes 

sein, worin ? die Ordinate des betreffenden Stromfadens in der Grundebene 
bezeichnet. , Da der fragliche Punkt des Stromfadens im Spiegel liegt, 
auf welchem der konstante Druck b'^ lastet, in einer Flüssigkeit aber 
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ein Druck, welcher in einem Punkte in irgend einer Richtung herrscht, 
in diesem Punkte in jeder Richtung stattfindet, so ist h\ auch der 
Druck, welcher in dem Spiegel sowohl in normaler Richtung zum Spiegel, 
als auch in vertikaler Richtung und auch in der Richtung des Stromfadens 
wirkt: man hat also B^ == 6'^, B^ = 0, B^ = 0. 

Substituirt man für die in Nr. 33 beschriebene Bewegung in verti- 
kalen Ebenen in einem inneren konischen Trichterraume 5« = 6. = 6' 

/„^ 0» 

1 = Z-^r in die dritte der ersten 



Gruppe der Bedingungsgleichungen in Nr. 31 ; so ergiebt sich 

1 B* — r * 

Hierin sind a^ und Og Funktionen von B^'C^P, also , da P eine 
Funktion von S ist, Funktionen von JB, C, J; die gewonnene Gleichung 
lässt jedoch die Form des Spiegels nicht unmittelbar erkennen. Besser 
eignet sich hierzu die allgemeine Gleichung. Dieselbe ergiebt für diese 
Substitutionen 

!if. i = b\ r^ + h\ r + \.f^'^S (««' + «0«» *"* + \ a,*§o 

Man sieht, dass wenn die Senkung ^ des Spiegels in der Mitte sehr 
gering; also 22. nahezu = r,> und Z -r nahezu = ist, diese Gleichung 
mit der zuerst aufgestellten Näherungsgleichung übereinstimmt. 

Nachdem die Form des Oberspiegels bekannt geworden, ergiebt sich 
die Einflussgeschwindigkeit V-t^ in den verschiedenen Punkten des 
Spiegels, indem man 

F_c^ = J^ ni = J-! («0 + «2H = 5^.(Foo + a,i^) 

hat. Ist der Koeffizient a^ negativ; so ist F^,, > Fq|, d. h. die 
Geschwindigkeit in der Axe der Röhre ist grösser als die Geschwindigkeit 
in jedem Punkte der obersten horizontalen Grundebene. Ist a^ positiv; 
so ist die Geschwindigkeit in der Axe kleiner, als in jedem Punkte der 
letzteren Grundebene, sie wird aber auch kleiner sein, als in jedem Punkte 
des Spiegels, sobald 

'0 

ist. 

Für die in Nr. 34 erörterte Bewegung sind die Substitutionen 
Bq =1 hy^ =^ h\, z ^= — £, r =:= iJ in die aus der Momentengleichiing 
hervorgehenden Bedingungsgleichungen zu machen. 

36. Die Ausflussmenge. Die eigentliche Durchflussöfinung des 
Stromes in der Tiefe z ist der durch den Endpunkt von z gelegte, auf 

9* 
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allen Stromfäden normal stehende gewölbte Querschnitt, welchen wir auch 
den natürlichen Querschnitt des Stromes nennen. Die Durchflussmenge 
lässt sich übrigens von jeder beliebig geformten Durchschnittsfläche aus 
bestimmen, wenn man für jede ringförmige Schicht den normalen Quer- 
schnitt, welchen sie in dieser Durchschnittsfläche besitzt, in Bechnung 
stellt. Hierdurch wird die künstliche Durchflussöffhung für eine 
horizontale Durchschnittsfläche, wenn rj den Neigungswinkel eines Fadens 
von der Ordinate x gegen die Axe der Röhre bezeichnet, als Summe der 
normalen Querschnitte aller ringförmigen Schichten, 



== 2n j xdx* == 27r / x COS t] d x 







Hierin ist cos rj = -^ — — = - — ^ und wenn e' 

V 1 -h tang'^ rj \ / i , f^x\^ 



V ' + 



die Entfernung der Spitze des Kegels, welchen die Tangenten der Röhren- 
wand in dem Umfange des Querschnittes vom Radius r bilden, von diesem 
Querschnitte und e' den Neigungswinkel dieser Tangenten gegen die Axe 
bezeichnet, ist 

. X . ^ r \ r 1 

lang rj ^ , , tang 6 = ^ , e = ^^ cos rj = 



■V 

folglich 



.2 



e e' fange _ _ 



^ 

I 




r I 

/ 



- = - lyr^l^"'"'^''^"'^ 



e 

2 7rr^ 



^,- j 1^1+ ^an^-^.' -- l} 



Die Durchflussmenge der ganzen Röhre ist, wenn sich //„ auf die 
Richtung der Fäden in der Einflussöffnung bezieht, 



« 



= 2 ;r / vx'bx* = 2 7r 1 vxcostjdx = 2 ;r / v^t COS rj^ 8£ 





Dieses Integral ist leicht darzustellen, wenn 

1 1 

COS /Jq = -y=.^^_-^^=^.=^ ~ - ^ 

V 1 + tang' //<, 



V'+l 



^ 0. 



r 

luul fv = a« -|- «.. i*^ (worin auch e\ = - — ® - ist) oder wenn 
" " ^ tang b\ 

1 1 

COSfJ = ,r '—^ =-— = , -^ — =-^ 

Vi + tang^fi \ / ^ , x'' 



V 



' + .- 
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und 

(worin auch c' = . , ist) substituirt wird. 

^ tangs 

Ebenso kann die lebendige Kraft des ausfliessenden Wassers nach 
der Formel 



= 2;. / v; 



§ cos i7o ^ ? 



bestimmt werden, und diese ergiebt wie in Nr. 29 die Kontraktion 
des ausfliessenden Strahles, indem die Geschwindigkeit V" nach der Aus- 

L 
Q' 



gleichung wegen Q F"* — L den Werth V" = y y^ , also der kon- 



trahirte Querschnitt Q" wegen Q" V" = Q die Grösse ii" - Qy ^ 

hat, sodass ^- den Kontraktionskoeffizienten darstellt. 

Für sehr kleine Winkel e wird die eigentliche üurchfiussöffnung nach 
der vorstehenden Formel nahezu ü' — nr^ {\ — tang^ b \ (für 

eine zylindrische Röhre =: nr^). Für sehr grosse Winkel « dagegen 

2 TT r'^ 

wird nahezu Q' = ^ : die eigentliche Durchflussöffnung nähert sich 

lang € 

daher immer mehr dem NuUwerthe, jemehr sich die Neigung der ßöhren- 
wand an der Ausflussstelle der auf der Axe normal stehenden Horizontalen 
nähert, sodass für eine horizontale Bichtung an dieser Stelle auch Q = 
werden und gar kein Ausfluss stattfinden würde. Dieses letztere 
Resultat lehrt, dass die Anwendung der obigen Formeln in der Nähe der 
Ausflussöffhung bei stark konvergirenden Röhren der nachfolgenden 
Beschränkung unterliegt. 

Die vorausgesetzte Proportionalität der Dimensionen und Koordinaten 
der Stromfäden ist natürlich durch die gegebene Wandfläche der Röhre 
bedingt, welche den Faden zu bestimmten Richtungen und gemein- 
schaftlichen Form Veränderungen nöthigt: da, wo dieser Zwang aufhört, 
erlischt auch jene Proportionalität. Hieraus folgt, dass, wenn in Fig. 22 
h' a' & den Oberspiegel , d' a' e' den obersten , durch den Rand h' c' 
gehenden natürlichen (normalen) Querschnitt, /' a' g' den obersten horizontalen 
Durchschnitt in der Grundebene, d" a*' e" den untersten, durch den Rand 
d" e*' gehenden natürlichen Querschnitt und f a" g" den untersten 
horizontalen Durchschnitt eines röhrenförmigen Gefässes mit vertikaler Axe 
darstellt, die einzelnen Fäden dem obigen Gesetze nur auf der Strecke 
vom Oberspiegel b' a* & bis zu dem untersten natürlichen Querschnitte 
d'* a*' e" unterworfen sind, indem der Strom unterhalb dieses Querschnittes 
keinen Zwang durch eine feste Wandfläche, sondern nur durch den 
äusseren atmosphärischen Druck erleidet. 
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Der tiefste horizontale Durchschnitt, auf welchen die obigen Formeln 
angewendet werden dürfen, ist/"a"^". Bezeichnet nun h die vertikale 
Höhe a* a" des Mittelpunktes a' des Spiegels über dem Mittelpunkte a" 
dÄs untersten normalen Querschnittes, r^ , r, die Radien a' g'^ o!* (j'\ 
femer Ä' = a* h' die Höhe des oberen Randes mit dem Radius h' a' = Rq 
über a' und h" = a"h" die Tiefe des unteren Randes mit dem Radius 
Ä" e" = JR, unter a", endlich £^ den Neigungswinkel der Wand an der 
Ausflussstelle gegen die Axe der Röhre; so ist » 

sin «, 

während h' durch die Gleichung der Spiegellinie bestimmt ist. 

Es bezeichnet jetzt ^ = Ä + £' -f- T' ^iö vertikale Höhe des 
Einflusspunktes eines Fadens im Oberspiegel h' a' & über dem Ausfluss- 
punkte dieses Fadens in dem natürlichen Endquerschnitte d'^d'* e\ femer 
p' den hydraulischen Druck im ersten und p" den im zweiten Punkte. 
Wenn die Neigung €, der Wand der Röhre in der Ausflussöffnung sich einem 
rechten Winkel nähert, kann man nicht mehr annehmen, dass der Druck 
in allen Punkten des durch a" gelegten tiefsten horizontalen Querschnittes 
f"a"g" sich gleich bleibe, wohl aber wird man bei einer sehr kleinen 
Ausflussöffiiung für jeden Werth von f , annehmen dürfen, dass der Druck 
in allen Punkten der natürlichen Ausflussöffnung d" a" e" keine merkliche 
Verschiedenheit zeige, dass also für alle Fäden p'* — p' denselben Werth 
habe. (Noch zutreffender würde die Hypothese sein, dass der Druck vom 
Punkte e" bis zum Punkte a" abnehme und zwar um den Druck, welchen 
das Gewicht einer Flüssigkeitssäule von der Tiefe des Ausflusspunktes 
unter der Horizontalen a" g" bedingt). Nun ist der hydraulische Druck 
im Punkte e", wo der Strom die Röhre verlässt, gleich dem atmo- 
sphärischen, also gleich p\ und da letzterer in allen Punkten des Spiegels 
denselben Werth hat, behält auch p" für alle Fäden denselben Werth. 
Ist nun für irgend einen Endpunkt eines Fadens in der Fläche d" a" e" 
? die Ordinate dieses Fadens im obersten horizontalen Querschnitte f d* g* \ 
so muss der allgemeine Ausdruck 5^ -|- bg ?^ + ^4 ?^ des Druckes, 
welchen der Faden in irgend einer Tiefe hat, im Oberspiegel den Werth 
^'0 + ^'2 V" + ^'4 §* = p* und in der Ausflussöffnung den Werth 
^"0 + ^"2^^ + ^"4 5^ ^'9" annehmen, und da Diess für alle- Fäden, 
also für alle Werthe von J gilt und p* und p'* konstant sind; so muss 
für den Oberspiegel V^ = p\ h'^ = 0, l)\ = und für die Ausfluss- 
öffnung h'\ == p", b'\ = 0, b'\ = 0, mithin 6'^ = ^'\ == i>' = p" 
sein. Hierdurch verschwindet in der sechsten Bedingungsgleichung in 
Nr. 31 das dritte Glied auf der linken Seite und diese Gleichung stellt 
eine Beziehung zwischen a^ und «2 dar. 

37. Verdrehung , Formyeränderung und Kontraktion des 
Strahles. Die in hydraulischen Gesetzen begründete Tendenz zur 
strudelnden Bewegung einer an widerstandleistenden Wänden eines sich 
verjüngenden Gefässes nach Nr. 34 herabgleitenden Flüssigkeit ist offenbar 
eine Ursache zur Verdrehung des ausfliessenden Strahles. 
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Selbstverständlich hört diese Tendenz auf, sobald der Strahl die Ausfluss- 
öffnung verlassen hat, weil von da an keine widerstehenden Wände, also 
keine Ursache zur Strudelung mehr besteht, die Verdrehung des Strahles 
nähert sich daher, indem sie den ausgetretenen Strahl zu einer Ver- 
schiebung seiner Querschnitte übereinander, also zu einer Arbeit nöthigt, 
welche die Verdrehungstendenz endlich absorbirt, mit zunehmender Ent- 
fernung einem Grenzzustande. Die Bewegung in vertikalen Ebenen nach 
Nr. 33 bedingt keine Verdrehung. 

Unabhängig von der Verdrehung ist die Formänderung des 
Querschnittes eines aus einer nicht kreisförmigen Öffnung hervor- 
tretenden Strahles. Dieselbe entspringt aus der Tendenz zur Aus- 
gleichung der Geschwindigkeiten der einzelnen Stromfäden unter 
dem Zwange der Kohäsion der Flüssigkeit. Da nämlich die rascher 
fliessenden Fäden des Strahles beim Austritte näher an der Axe liegen 
als die langsamer fliessenden; so werden die entferntesten, bei einem 
quadratischen Querschnitte also die in den Ecken des Quadrates liegenden 
Fäden, wenn sie sich rascher bewegen, also einen kleineren Querschnitt 
annehmen sollen, näher an die Axe herantreten, während die in der Mitte 
der Seitenlinien liegenden Fäden, wenn sie sich langsamer bewegen, also 
einen grösseren Querschnitt amiehmen sollen, weiter von der Axe hinweg 
gedrängt werden. Diese Formveränderung geht auch ohne die obige 
Verdrehung vor sich und endigt erst bei völliger Ausgleichung der 
(tcscIi windigkeiten, also mit einer Querschnittsfigur, deren Ecken da liegen, 
wo ursprünglich die Mitten der Seiten lagen. 

Die Form Veränderung ist eine nothwendige Begleiterin der Kon- 
traktion des Strahles, da auch diese einer Ausgleichung der Geschwindig- 
keiten der Stromfäden nach Nr. 29 ihre Entstehung verdankt. 

38. Bewegung in einer Röhre mit variabelem Querschnitte 
unter Hitwirkung der Zentrifugalkraft. Die Variabilität des Quer- 
schnittes einer Röhre betrifft zwei Dinge: die von der Bichtung der 
Tangente der Wandfläche abhängige Verjüngung, bezw. Erweiterung 
der Röhre, welche unmittelbar die Beschleunigung oder Verzögerung der 
Wasserfäden bedingt, und die durch die Krümmung der Röhrenwand 
hervorgerufene Zentrifugalkraft. Solange man die Flüssigkeit als reibungs- 
los und daher den Gl eitungs widerstand von dem hydraulischen Drucke 
unabhängig voraussetzt, beeinflusst die Zentrifugalkraft die Bewegung der 
Fltissigkeitselemente nicht unmittelbar, weil ihr Moment gleich null ist, 
sondern mittelbar und zwar dadurch, dass sie den hydraulischen Druck in 
diesen Elementen verändert, was eine Änderung der Länge der einzelnen 
Stromfäden und demgemäss eine Änderung der Form des Ober- und 
Unterspiegels zur Folge hat. In einem Gefässe mit vertikaler Axe wird 
die Zentrifugalkraft an denjenigen Stellen, wo die Gefässwand, von innen 
gesehen, konkav ist, den Druck von der Axe nach der Wand hin ver- 
stärken , also ein Ansteigen der Fläche von gleichem Drucke oder von 
gleichem Niveau an der Gefässwand bedingen, wogegen eine konvexe 
Wandstrecke eine Abnahme des Druckes, also eine Senkung der Fläche 
von gleichem Niveau an der Gefässwand bedingt. Ob indess eine Hebung 
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oder Senkung der Fläche von gleichem Niveau wirklich eintritt, hängt 
von der Mitwirkung der übrigen Kräfte ab. 

Auf welchem Wege man von einem Punkte der Flüssigkeit zu irgend 
einem anderen hinschreitet, um durch Summirung der diiferentiellen 
Unterschiede des hydraulischen Druckes den an dem zweiten Punkte 
herrschenden Druck zu bestimmen, ist offenbar gleichgültig (Vergl. Nr. 16). 
Schreitet man also von dem Mittelpunkte A des Spiegels, wo der atmo- 
sphärische Druck herrscht, vertikal in der Axe der Bohre um die Tiefe s 
abwärts zu einem Punkte B; so ergiebt sich durch Summirung der 
Unterschiede derjenigen Kräfte, welche in jedem Punkte nach dem 
d'Alembertschen Prinzipe im Gleichgewichte sein müssen, der in B 
herrschende Druck. Geht man sodann von B entweder horizontal ujn die 
Entfernung x, oder in normalen Eichtungen zu den Stromfäden bis zu 
dem Punkte C; so ergiebt sich der Druck in C Derselbe Druck muss 
nun zur Erscheinung kommen, wenn man von dem Anfangspunkte D des 
durch C gehenden Fadens im Spiegel^ wo der atmosphärische Druck 
herrscht, in dem Faden D C bis zum Punkte C abwärts steigt. Hierdurch 
ist eine Gleichung hergestellt , welche die Höhe des Punktes D über C, 
also die Form des Spiegels bedingt. 

Der Übergang von B zu C unterscheidet sich, wenn die Fäden ge- 
krümmt sind, von dem Falle, wo sie geradlinig sind, durch den Hinzutritt 
der Zentrifugalkräfte. Wenn g* der Badius des Krümmungskreises eines 
Fadens in der Tiefe z und im Abstände x von der Axe der Bohre ist; 
so hat der Zentrifugaldruck pro Flächeneinheit im Punkte C die allgemeine 

Form 4. I fi —7 d x , indem für konkave Fäden das positive und für 





konvexe das negative Zeichen gilt. 

Ist Q der Krümmungshalbmesser für den am Umfange der sich ab- 
wärts bewegenden Masse liegenden Faden oder für or = r; so hat man 

Ix 

näh erungs weise —j- = — , also für den Zentrifugaldruck in C 

Q rg 



X 



näherungsweise -f- i ^*L:?_^. Da immer Ät; = i^o «^0» also v = ^\ v^ 



rq 



il 



sein muss und in allen Fällen -~ = --„ JC, mithin v = K -~r i'o 

= K -\ {% + a.^ 5^) , worin K eine noch näher zu bezeichnende 

Funktion von r oder e ist, gesetzt werden kann; so ist der Zentrifügal- 
druck angenähert 
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Um den Betrag von P verändert sich der früher in der Form 
p = b^ -\- 1).^ S^ ■}- h^ S* dargestellte hydraulische Druck. Gleichzeitig 
ändert sich der Druck p^ in dem obersten horizontalen Quei*schnitte um 
einen Betrag 








und der Druck |>, in dem untersten Querschnitt um 








Gleichzeitig ändert sich die Druckhöhe z des betreffenden Fadens um 
einen gewissen Werth -f £> sodass in der allgemeinen, für 2! integrirten 
Momentengleichung in Nr. 31 an die Stelle der Grösse — y /u z + i> — Po 
die Grösse — . g ^a (5: -[- C!) + jp -f P — p^^ oder die Grösse — g /u^f 
+ p — Po -\- ( — 91^^ + ^) *ritt, worin p^ den im obersten Quer- 
schnitte des Fadens nach wie vor heiTschenden atmosphärischen Di-uck 
und p A- P den in der Tiefe z unter dem obersten horizontalen Quer- 
schnitte der Röhre veränderten Druck bezeichnet. 

Nach der Vorbemerkung über die Entstehung des hydraulischen 
Druckes in dem Punkte C auf dem Wege ABC oder auf dem Wege 
D C muss die Veränderung £ der Fadenhöhe z die Veränderung P des 

P 

Druckes p decken , d. h. es muss g fjt = P oder £ =■ — sein und 

da C doch für jeden Faden einen bestimmten, also für alle Querschnitte 
eines Fadens denselben Werth haben muss; so muss P oder in der ab- 

gekürzten Formel der Faktor -^r- einen von oder r unabhängigen Werth 

r Q 

haben, d. h. esmuss jBr=(7v r^ q sein, worin C ein von z oder r unabhängiger 
Faktor ist. Hierdurch wird P^ =^ P^ =^ P und die eben erwähnte 
Grösse in der Momentengleichung — g f^ (^ -f ö + P ^ P — Pq 
behält ihren früheren Werth — g/jz + p —Po- Wollte man statt des 
atmosphärischen Druckes p^ , welcher in dem obersten Querschnitte des 
Fadens herrscht, den im obersten horizontalen Querschnitte der Röhre 
herrschenden Druck p + P einführen; so nähme die fragliche Grösse in 
der Momentengleichung die Form — gf^^ + (p + P) — (Po -F P) 
an, welche selbstredend ihren Werth ebenfalls nicht ändert. Hierdurch 
bestätigt sich die vorausgeschickte Bemerkung, dass die Zentrifugalkraft 
die Geschwindigkeit nicht unmittelbar beeinflusst. 

^ <i 1* "^ 

Selbstverständlich ist nun für t? = -^ Vq der Werth 1; = .ff - ^ v^^ 



= Cu' »0 



\/ — einzuführen; im Übrigen bleibt die Behandlung der 

Momentengleichung dieselbe und führt auch zu ähnlichen Bedingungs- 
gleichungen, aus welchen alle unbekannten Koeffizienten zu bestimmen 
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sind, nachdem zuvor die Bahn der Fäden näher festgestellt ist. Die obige 

Bedingung verlangt nur, dass JE^ = CVr'^Q ein Produkt von V r^Q sei, 
dessen Faktor C von z oder r unabhängig ist. Man könnte hiemach für 
die Bahn eines Fadens jede .beliebige Figur oder für x -F (z) jede be- 
liebige Funktion annehmen, indem man nach der bekannten Formel für 
den Krümmungshalbmesser für K den Werth setzte, welcher sich aus 



K = c\/ 



"[^^m 



für X ^^ r ergiebt. Da der Faden in der Einflussöffnung mit der Ordinate § 
beginnt; so kann C und K eine Funktion von 'i sein: würde jedoch an 
K die Forderung gestellt, dass diese Grösse eine bestimmte Funktion 
von ? sei ; so kann für F (z) nicht mehr jede beliebige Funktion an- 
genommen werden. Für die in Nr. 33 betrachtete Bewegung in vertikalen 
Ebenen mit Wirbeln muss K -^ 1 sein. Diess führt zur Bedingung 



<^' s — [• + 




worin C' eine von * und x unabhängige Grösse ist. Durch Integration 

ergiebt sich hieraus eine Gleichung für die Bahn des Fadens, welche 

ausser C" noch zwei, im Ganzen also drei Willkürliche enthält. Dieselben 

bestimmen sich durch die drei Bedingungen , dass für z ^^ , x =^ t, 

femer , dass für z -rr h und J = Tq , o: = r, und endlich , dass für 

z =^ 0, X = r^^ der Stromfaden eine gegebene Neigung oder dass hierfür 

d X , 

^ einen gegebenen Werth (hier den Werth null) habe. 

Hieraus geht hervor, dass die in Nr. 33 betrachtete Bewegung in 
vertikalen Ebenen mit Wirbeln unter der Wirkung der Zentrifugalkraft 
eine innere ausfliessende Masse bedingt, deren ümfangslinie b b" eine 
bestimmte, von der Form der Gefässwand d' b" (wegen der Grösse Z) 
mit abhängige Form hat. Hierdurch ist dann die innere Grenzlinie des 
Wirbels bedingt und die Forderung, dass der hydraulische Druck, welchen 
der innere Strom in der Linie b' b" erzeugt; in jedem Punkte dem Drucke 
gleich sein muss, welchen der Wirbel in diesem Punkte hervorbringt, 
bestimmt die variabele Dicke und Geschwindigkeit der wirbelnden Fäden, 
also den ganzen Wirbel. 

Dass sich die Wirbel an der einen oder anderen Stelle der Röhre, 
namentlich in gewissen Ecken unter Umständen in luftleere oder luft- 
erfüllte Eäume verwandeln können, ist schon in Nr. 33 erwähnt. 

Gewisse Umstände können die Erfüllung der vorstehenden allgemeinen 
Bedingungen unmöglich machen : dieselben liegen lediglich in der gegebenen 
Form der Wandfläche. Ragt die Wandfläche in die eben bezeichnete 
Linie des inneren Stromes hinein ; so kann sich dieselbe nicht verwirklichen. 
Ein Fall dieser Art tritt fast immer ein, wenn die Röhre ausser der 
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AusflussöfEaung noch eine oder mehrere Verengungen oder solche : Stellen 
hat, wo in gegebenen Tiefen z ^ z.,, z^ , , . der Eadius r bestimmte 

ö X 
Werthe r = r^, ^3 . • . oder der Neigungswinkel .. des Stromes be- 
stimmte Werthe haben soll. Diese Bedingungen sind durch die obige 
Gleichung für den Stromfaden nicht zu erfüllen; die fragliche Bewegung 
kann alsdann nicht zu Stande kommen, d. h. es ist unmöglich, dass sich 
über der Einflussöifnung ein konstanter Spiegel von irgend einer 
Form bilde, um eine beharrliche Bewegung in vertikalen Ebenen zu 
erzeugen. Die wirkliche Bewegung wird dann eine variabele, jedoch eine 
innerhalb gewisser Grenzen,' variirende sein. Denn wenn nach dem augen- 
blicklichen Stande des Spiegels die Druckhöhe h eines Fadens dem 
Maximiun der in diesem Faden vorkommenden Drucke entspricht, wird 
der Spiegel dieses Fadens herabsinken und wenn h dem Minimum jenes 
Druckes entspricht, wird der Spiegel aufsteigen, er wird sich also zwischen 
zwei Höhenlagen auf- und nieder bewegen. Hieraus folgt, dass die 
Strombewegung eine periodische mit schwankendem Spiegel, 
schwingendenFädenundoszillirenderAusflussgeschwindig- 
keit und Ausflussmenge sein wird, welche sich durch Einführung 
der variabelen Kräfte mathematisch bestinunen lässt. 

Die schwingenden Fäden bedingen je nach der Form der Röhrenwand 
eine periodische Erweiterung und Verengung gewisser von Wirbeln er- 
füllter Räume, also eine abwechselnde Aufnahme und Abgabe von 
Flüssigkeitstheilen zwischen dem Hauptstrome und den Wirbeln, welche 
den Wirbeln eine absteigende wellenförmige Bewegung verleihet, in 
Folge deren die Elemente aller elementaren Wirbel geschlossene Kurven 
beschreiben, in denen die ursprünglich in gerader Linie liegenden Punkte 
alle möglichen Punkte in den aufeinander folgenden Kurven einnehmen. 

Für die Strudelbewegung nach Nr. 34 kömmt kein Wirbel, wohl 
aber eine der eben erwähnten ähnliche Änderung der Bewegungsrichtung 

T ^ V 

in Betracht, indem man v = K "., — ^ - zu setzen hat. Auch diese 

r^ cos rj 

Bewegung nimmt also unter der Wirkung der Zentrifugalkraft eine be- 
stimmte Form mit überhöhetem oder gesenktem Oberspiegel an ; sie unter- 
scheidet sich aber von der zuvor betrachteten Bewegung in vertikalen 
Ebenen wesentlich dadurch, dass sie in dem Faktor cos rj eine unabhängige 
Variabele aufnimmt, welche für JE^ = 1 die Gleichung 



O -VT = COS^ ri . X 



cz 



2 



V + Ol 



immer erfüllbar macht. Die beharrliche Strudelbewegung ist 
daher stets möglich. Der springende Strahl einer nicht durch Pumpwerk 
getriebenen Fontäne kann daher- in strudelnder Bewegung eine konstante, 
in vertikaler Bewegung jedoch in der Regel nur eine schwankende Sprung- 
höhe zeigen. 

Wir machen darauf au^erksam, dass bei dieser Bewegung durch die 
Zentrifugalkraft ein Druck gegen die Wand entsteht, welcher mit den 
übrigen auf ein Stromelement wirkenden Kräfte (den vertikalen, horizontalen 
önd in der Richtung der Bewegung liegenden) nicht in einer Ebene liegt 
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(was bei einer Strombewegung in vertikalen Ebenen stets, der Fall ist, 
indem bei einer solchen Bewegung der Zentrifugaldruck in die horizontale 
Richtung der übrigen horizontalen Pressungen fällt). 

Schliesslich aber heben wir hervor, dass wenn alle hydraulischen 
Gesetze aus der Momentengleichung (Nr. 17) abgeleitet werden 
und dabei die Summengleichung (Nr. 15) nur gelegentlich (wo es 
sich lun die Bestimmung des hydraulischen Druckes handelt) in Betracht 
gezogen wird, Diess auf den Umstand zurückzuführen ist, dass bei der 
Bewegung von punktförmigen Elementen, woraus jede Flüssigkeit besteht, 
für alle auf einen Punkt wirkenden, im Gleichgewichte befindlichen 
Kräffce die Momentengleichung mit der Summengleichung zusammenfällt. 

39. Die Flächen von gleichem Niveau. Der Oberspiegel eines 
Stromes ist eine Fläche von gleichem Drucke oder gleichem Niveau. Die 
im Innern einer Bohre liegenden Flächen von gleichem Niveau bestimmen 
sich folgendermaassen. Die Bedingung, dass für ein gegebenes z der 
Druck j), welcher eine Funktion von z und x oder von z und £ oder 
von r und ?, also = ¥ (Zy x) oder = G- {r^ x) oder = -ö (r, 5) ist, 
einen gegebenen konstanten Werth behalte, ergiebt die Gleichung F{Zy x) 

= l) oder G (r, x) = y oder H (r, ?) = j). 

Als Funktion von z und ? oder von r und ? ist für die bisher bo- 
trachtjeten Bewegungen nach dem Obigen 

worin bj,, b^ und 63 Funktionen von z oder r sind (selbst wenn ihre 
Bestimmung nicht nach den obigen , sondern nach etwas modifizirten 
Formeln geschehen müsste). Nimmt man b^, 6, und b,, als Funktionen 
von r; so vertritt die erste der letzten beiden Gleichungen die Formel 
fl"(r, i) =: p und die zweite die Formel G (r, x) = p. Es ist sehr 
wichtig, in der Gleichung einer Fläche von gleichem Niveau die 
Koeffizienten h^^, h^, h^ als Funktionen von r oder ^, also in der Form 
h^ = Fq (r), h^ = F^ (r), h.^ = F.^ (r) beizubehalten ; man darf daher 
in der Formel 

F, (r) + F, (r) P + F, (r) V = P 

worin für einen bestimmten Werth von r, also etwa für r = r' oder z •=r z* 
das erste Glied F^ {f) = p oder worin für ? = immer F^ (r) = jy 
wird, indem dann r den bestimmten Werth r* annimmt; nicht jenes erste 
Glied gegen die rechte Seite p aufheben, also allgemein b| i^ + ^2 ?* = 
oder b, -|- bg ^'^ = setzen, was eine ganz falsche Formel geben würde. 

Stellt man ^q, -^j-, -^-p- als Funktionen von z oder noch besser, als 

Funktionen von z* in der Form F^ (z*) , F, {z') , F^ (z') dar ; so giebt 

^0 (^') + F, (z') .x'^ + F, (z') ,x' =^ p 
die Gleichung der Fläche von gleichem Niveau durch die rechtwinkligen 
Koordinaten z', x von ihrem Scheitelpunkte aus an, und da jetzt für 
a; = ^' = 0, also .Fjj (0) = jp ist; so kann man schreiben 

F, («•) + F, («') . x' + F, {z') . a:' = Fo (0) 
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Hinsichtlich der Form der Flächen von gleichem Niveau in einer 
bewegten Flüssigkeit ist folgende Bemerkung von Wichtigkeit. Wenn 
der hydraulische Druck in allen Punkten der Flüssigkeit um denselben 
Betrag vergrössert oder verkleinert wird; so ändert sich das System der 
Bewegungen der Elemente in keiner Weise , insofern die Flüssigkeit 
reibungslos ist, also der Gleitungswiderstand nicht von dem Drucke 
abhängt. Eine solche gleiche Veränderung aller inneren Pressungen wird 
nun bei einer Flüssigkeit durch eine allgemeine gleiche Veränderung des 
auf der Ein- imd AusflussöfPnung lastenden äusseren Druckes herbei- 
geführt, weil sich dieser Druck durch die ganze Flüssigkeit gleichmässig 
fortpflanzt (Nr. 28). (Die Gleichungen in Nr. 31 bestätigen Diess, indem 
danach die Koeffizienten a„ und a, für die Geschwindigkeit ^ = a^ -\- üxi^ 
lediglich von der Differenz h''^ — b',, der Kräfke h'^ und b^^, nicht von 
deren absoluten Werthen abhängen). Setzt man also den atmosphärischen 
Druck gleich null; so sind die daraus hervorgehenden Flächen von 
gleichem Niveau die nämlichen, welche sich für jeden be- 
liebigen äusseren Druck ergeben, d. h. , wenn sich der äussere 
Druck p um p' ändert, bleibt der Spiegel der Flüssigkeit unverändert, wird 
aber eine Fläche von gleichem Drucke p + p'\ und irgend eine Fläche 
vom Drucke p^ wird eine Fläche vom Drucke p, + p'. 

Wenn die allgemeine Gleichung bekannt ist, welche den Lauf der 
Axe jedes beliebigen Stromfadens darstellt ; so ist damit auch der normale 
Querschnitt jedes Fadens an jeder Stelle bekannt, weil der Zwischenraum 
zwischen den Axen zweier benachbarten Fäden einen Faden bildet, und 
hieraus geht wie in Nr. 20 hervor, dass die Figur eines einzigen Fadens 
(nach Axenform und Querschnittsänderung) den ganzen Strom bestimmt. 
Ob wir nun den Strom durch ebene oder durch bestimmte krumme 
Flächen, welche durch alle Punkte seiner Axe gelegt werden, schneiden, 
ist für die Berechnung der in den verschiedenen Punkten des Stromes 
herrschenden Geschwindigkeiten und für . die Bestimmung der Durchfluss- 
menge offenbar ganz gleichgültig. Schneidet man in den Spiegelflächen 
jeden Faden, wie es die Figur 22 zeigt, durch eine auf seiner Axe normal 
stehende Elementarfläche ab ; so erhält man lauter zwischen den beiden 
Spiegeln liegende Fäden mit normaler Anfangs- und Endfläche. 
Auf allen diesen elementaren Anfangs- oder Endflächen der in den 
Spiegeln beginnenden oder endigenden Fäden lastet derselbe gleiche 
hydraulische Druck, wie auf dem Spiegel selbst: denn ist Ä die Schnitt- 
fläche im Spiegel, auf welcher der hydrauliche Druck ^, also der Gesammt- 
druck p A lastet ; so ist die Komponente dieses Druckes , welche normal 
auf die normale Anfangsfläche wirkt , gleich p A cos a , wenn u den 
Winkel zwischen der Normalen auf dem Spiegel und der Axe des Fadens 
bezeichnet. Die normale Anfangsfläche ist aber gleich A cos a und 
demzufolge der Druck pro Flächeneinheit auf diese Fläche gleich py wie 
im Spiegel. 

In Beziehung auf die Ausflussöffnung kann die Frage entstehen, wie 
es möglich sei, dass- sich in einer Querschnittsfläche der atmosphärische 
Druck äussern könne, da die Atmosphäre doch keinen Zutritt zu den 
inneren Stromfäden des ausfliessenden Strahles hat. Die Antwort hierauf 
besteht darin, dass der atmosphärische Druck sich als Seitendruck 
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gegen die Aussenfläche des austretenden Strahles äussert und von hier 
aus als hydraulischer Druck Ton den äusseren auf die inneren Fäden fort- 
pflanzt. Die Ausflussöffnung ist nun diejenige Fläche von gleichem 
Niveau, welche sich von deip Rande der Öffnung in der Gefässwand mit 
konstantem, dem atmosphärischen gleichen Drucke durch die Flüssigkeit 
zieht. Beim Eintritte in diese Öffnung wird der Strom von den Fesseln 
frei , welche ihm die Gefäss wände auferlegen , und er folgt von dort an 
nur der Schwere und dem äusseren atmosphärischen Seitendrucke; sowie 
seinen inneren Adhäsions-, Kohäsions- und Gleitungskräften unter der 
Mitwirkung der erlangten Geschwindigkeiten und der daraus sich ergebenden 
Seitenpressungen zwischen den Stromfäden, welche eine Ablenkung dieser 
Fäden hervorbringen, also dem Strahle eine gewisse Form verleihen. 

40. Bewegung mit freien Aussenseiten« Für die Röhre ist die 
Ein- und Ausflussöffhung eine freie Aussenseite, für den offenen Strom 
bildet der Spiegel eine freie Seitenfläche, während die Ein- und AusfluBs- 
Öffnungen innere Querschnitte sind. Der aus einem Gefässe hervortretende 
Strahl ist ein Strom mit rings herum freien Seitenflächen und ein durch 
Wehre, Barren, Buhnen zu gewissen Formveränderungen genöthigter 
Strom unterliegt den allgemeineren Gesetzen der Bewegung mit freier 
Oberfläche, welche die Form einer Stau fläche annehmen. Die Momenten- 
gleichung in Nr. 17 und die Summengleichung in Nr. 15 oder 16 reichen 
zur Bestimmung dieser Bewegungen vollkommen aus, und ich beschränke 
mich auf die Darstellung der Grundgleichungen. 

Zu dem Ende sei in Fig. 23 a^ b^ b^ das beliebig geformte Bett 
eines Flusses mit dem freien Spiegel a„ b^ b^, in welchem a b b die Axe 
irgend eines Stromfadens bildet, der, auf die horizontalen Abszissen AB =^ iz 
und die vertikalen Ordinaten Bb = x bezogen, einer noch unbekannten 
Gleichung x = F (^, i) entspricht , indem ? = ^ a die Ordinate des 
Fadens in dem Anfangsquerschnitte Äa^ oder für = 0, also 
S = F(0, <£:) ist. Die für ^ integrirte Momentengleichung hat die Form 



worin y die auf der Ebene X0 normal stehende horizontale Ordinate, v 
die Geschwindigkeit im Punkte 6, Vq die im Punkte a, £ den Höhen- 
unterschied X — S der beiden Punkte 5, a, femer p den hydraulischen 
Druck bei p und endlich p^^ den bei a bezeichnet Wenn wir einen 
Fluss von sehr grosser Breite voraussetzen, verschwindet das zweite Glied 
unter dem Integrationszeichen und man hat 





a ^ = ^^- (v^ — v,^) — gfj.^ J^ p ^ p^ 



2 



In der P'ormel für den Stromfaden ist nicht x, sondern ? die 
unabhängige Variabele , x ist eine Funktion von f. Wenn also r* S die 
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elementare Stärke des Strömfadens bei a ist; so hat dieser Faden bei b 

dx dF(x ^) 

die Stärke <3 a? =: . ? J = ^y - '^ ?• Ist « der Neigungswinkel 

ö X 

des Fadens gegen die Horizontale bei h, also tana u — und «^ der 

dz ^ 

Werth von (x bei a; so ist der normale Querschnitt des Fadens bei h 
0) - COS « d X und bei a m^ =' cos m^, 'd iS. Die Gleichheit der Durchfluss- 
menge bei h und a liefert also zwischen v und «;„ die Beziehung 

V cos u dx = v„ cos a„ 8 S 

, Vft cos 61« 8 J 

oder V = «^-- -- 

cos u c X 



SU V ^ {dz) 



wonn 

COSu 

Die dritte Gleichung betrifft den in h herrschenden hydraulischen 
Druck P. Wenn h^ c^ die im Flussbette bei h^ auf diesem Bette bis 
zum Spiegel c„ errichtete Normale und Cq c — x\ c^,b^ = /i, b b, = Ä,, 
ferner q der Krümmungshalbmesser des Fadens bei c, (»^ der des Ober- 
flächenfadens bei c^ und q^ der des Sohlenfadens bei fc, ist; so hat man 
angenähert, 

'■= ^ + f (^ - M 

Ist Spiegel und Bett konkav ; so ist das zweite Glied auf der rechten 
Seite positiv: ist Spiegel und Bett konvex; so ist dieses Glied negativ. 
Der Zentrifugaldruck C bei c hat den Werth 

ü • ü 

Hierin gelten die positiven Zeichen für konkave und die negativen 
Zeichen für konvexe Stellen: da jedoch für konvexe Stellen das zweite 
Glied sein Zeichen wechselt; so bleibt dasselbe stets positiv, während nur 
das erste Glied einem Zeichenwechsel unterliegt. 

Die Schwere erzeugt bei b nach Nr. 22 den Druck 

G = g it X* cos^ u 

Wenn also P^ der atmosphärische Druck bei Cq ist; so hat man für 
den hydraulischen Druck bei c näherungsweise 

p = p„ + ff + c 

worin ein Glied • von C beim Übergange von einer konkaven zu einer 
konvexen Stelle negativ wird. Für den Druck am Boden hat man 

p. = p„ + ff, + ff, 

worin G, und C, von der gegebenen Bodenlinie und der Spiegellinie 
abhängen. 

Wendet man die Momentengleichung auf den Stromfaden a^ }\ Cq an ; 
so ist p ^ Pq — P,,» ^^^ JP — JPo =^ ^ ""^ ^ bezeichnet die vertikale 
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Höhe zwischen a^ und Cq ; sie stiftet also eine Beziehung zwischen der 
Form des Spiegels a^ Cq, der Variation der Geschwindigkeit v vom Spiegel 
nach der Sohle (oder der Beziehung von ^ a? zu d '4) und der Druckhöhe C> 
also zwischen drei unbekannten Grössen, indem die Einflussgeschwindigkeit 
Vq bei a^ als eine gegebene Grösse gilt. Zwischen diesen drei Grössen 
liegen drei Gleichungen vor: die Momentengleichung, die Beziehung 
zwischen v^^ und v , welche zugleich eine Beziehung zwischen d x und d t 
ist, und die Beziehung des im Spiegel heiTSchenden atmosphärischen 
Druckes P^, welcher der Gleichung P^ =^ P^ — ö, — C, entsprechen 
muss, zu den übrigen Grössen. Diese Gleichungen werden daher im 
Allgemeinen erfüllt werden können und es bleibt alsdann zur Bestimmung 
der Geschwindigkeit v die Bedingung übrig, dass der Stromfaden am 
Boden dem Gleitungswiderstande 

<l> = / |-- = — (a 4- 6 P. + et; + dv"^) 

entsprechen muss. Vermöge der Variabilität des Wasserstandes h wird 
sich auch die letztere Bedingung im Allgemeinen erfüllen lassen, und es 
fragt sich, was die unmöglichen Fälle kennzeichnet. 

OiFenbar muss die Geschwindigkeit r in allen Punkten des Stromes 
einen positiven Werth haben , da ein negativer Werth ein Fliessen in 
entgegengesetzter Richtung anzeigen würde. Nun kann aber durch 
eine hinreichend starke konkave Krümmung des Flussbettes eine so 
starke Zentrifugalkraft erzeugt und demzufolge ein so hoher Wasserstand 
h oder h' an dieser Stelle verlangt werden, dass die Fallhöhe £ zwischen 
a., und Cq negativ und so gross wird, dass die Geschwindigkeit v im 
Spiegel nach der Momentengleichung negativ werden müsste. Sobald 
dieser Fall eintritt, wird das vorstehende System unmöglich: die untere 
Linie des Stromes nimmt eine flachere Krümmung an» der Strom trennt 
sich vom Flussbette und erzeugt zwischen sich und dem Bette einen oder 
mehrere Wirbel. Dieser Fall tritt unfehlbar dann ein, wenn auf dem 
Flussbette eine vertikale Wand errichtet wird, weil die Verfolgung des 
Bettes und dieser Wand in dem Eckpunkte eine unendlich starke 
Zentrifugalkraft erzeugen würde. Die gewöhnlichen Stauwerke können 
daher nur unter Erzeugung von Wirbeln unter dem Strome vor den 
Wehren überschritten werden. 

Die Bewegung des Stromes auf einem Flussbette von gegebener 
Form bedingt eine gewisse, aus dem Systeme von Gleichungen sich 
ergebende Variation der Geschwindigkeit Vq im Anfangsquerschnitte a^ a^ 
vom Spiegel gegen die Sohle. Die Form des Flussbettes a^ h^ h^ muss, 
wenn keine Wirbel auf der Sohle an gewissen Stellen entstehen sollen, 
als eine stetige Funktion x = F (js) gegeben sein. Nun ist es 
aber unmöglich, dass eine endliche Strecke einer solchen Funktion eine 
gerade Linie oder überhaupt eine andere Figur wie etwa ic = F^ (si) 
darstelle und hieraus folgt, dass, wenn das Strombett vor dem Punkte 
a^ eine gerade Gefälllinie bildet, die dieser Strecke entsprechende Variation 
der Geschwindigkeit vom Spiegel bis zur Sohle niemals der der unteren 
Strecke a, 6, h^ entsprechenden Variation mathematisch gleich sein kann, 
dass sich also schon auf der geradlinigen Vorstrecke eine nicht dem 
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konstantem Gefälle entsprechende Variation bilden, dass sich also die 
durch ein Wehr bedingte Stauwirkung mit abnehmender Stärke über 
jede Grenze hinaus aufwärts erstrecken wird. 

Der über ein Stauwerk sich ergiessende Strom kann nach den vor- 
stehenden Prinzipien beurtheilt werden. Liegt der ünterspiegel tief genug ; 
so bildet der Strom über dem Wehre einen Überfall, welcher oben 
und unten den atmosphärischen Druck empfängt, für welchen also P, = Pq» 
mithin 6r, = — (7, 



sem muss. 



In ähnlicher Weise ist die äussere Form eines aus einem Gefässe 
hervorspringenden Strahles aus der Bedingung zu bestimmen, dass der 
äussere Druck allenthalb dem atmosphärischen gleich sein muss und dass 
bei einem vertikal frei herabfallenden Strahle auch im Innern sich nur 
atmosphärischer Druck bilden kann. 

41—42. Allgemeinste Bewegung der Flüssigkeiten und der Gase. 

Wie auch die Bewegung einer Flüssigkeit beschaffen sein mag, ob 
beharrlich , oder periodisch , oder unausgesetzt veränderlich, immer erfolgt 
sie in einem gegebenen Augenblicke in Stromfäden, jedes Element 
beschreibt im nächsten Zeitelemente ein Längendifferential einer Linie, 
welche entweder eine gerade , oder eine ebene Kurve , oder eine Raum- 
kurve ist und in welcher sich alle voreinander liegenden Flüssigkeits- 
elemente dieses Fadens zugleich und so bewegen, dass jedes dieser Elemente 
im nächsten Augenblicke die Stelle des vorhergehenden einnimmt. Diese 
Linie bildet die Axe eines Stromfadens, dessen Querschnitt von Punkt 
zu Punkt variiren kann. Bei einer beharrlichen Bewegung sind die 
Stromfäden unveränderlich, bei einer periodischen oder variabelen Bewegung 
können sie sich allmählich ändern, d. h. ein Element, welches sich jetzt 
in einem Faden von bestimmter Form bewegt, kann im nächsten Augen- 
blicke seine Bahn in einem anderen Faden, welcher den ersteren in dem 
augenblicklichen Orte jenes Elementes tangirt, fortsetzen. Bei der nicht 
beharrlichen Bewegung, also im Allgemeinen muss man hiemach zwischen 
dem Wege, welchen ein Element wirklich beschreibt und dem 
Stromfaden, welchem es augenblicklich angehört, unterscheiden. 

Wie nun auch der Stromfaden , welchem ein Element eben angehört, 
beschaffen sein möge, dieses Element hat, indem es in den Baum des 
nächsten Elementes eintritt, nur eine Fortschrittsbewegung längs 
des Längenelementes der Fadenkurve oder des Krümmungskreises dieser 
Kurve und daneben die molekularen Seitenbewegungen , welche zur Aus- 
füllung des Eaumes des nächsten Elementes nach Nr. 13 oder zum 
seitlichen Ausfliessen des Elementes erforderlich sind. Die Bewegung 
in einer Kurve bedingt die Zentrifugalkraft und das Ausfliessen einen 
geringen Verlust an lebendiger Kraft. Andere, als die eben genannten 
Bewegungen hat das Stromelement nicht. Es hat also zunächst ausser 
der axialen Bewegung keine Seitenbewegung. Denn ist v die Geschwindig- 
keit des Elementes d x.dy dz in der Axenrichtung d Z] so würde , wenn 
es in der Seitenrichtung f^ x die Geschwindigkeit u hätte , ja nicht v, 

sondern yv^ + ^^ seine wirkliche Geschwindigkeit sein, und da diese 
eine schräge Lage gegen d z hat ; so würde ja d z gar nicht ein Element 

Scheffler, Hydraulik. JQ 
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eines Stromfadens sein, man hätte vielmehr eine falsche Linie als augen- 
blicklichen Stromfaden angenommen , der wahre Stromfaden läge geneigt 
gegen dz. 

Ein Stromelement drehet sich auch nicht oder rotirt nicht um 
seine Axe de (vergl. übrigens Nr. 11). Hat der Querschnitt dxdy 
eines Fadens in irgend einem tieferen Punkte eine andere Stellung gegen 
die Axe des Fadens, als in einem höheren Punkte ; so folgt daraus nicht, 
dass das herabgleitende Element sich drehe, sondern es folgt daraus, dass 
dxdy gar nicht den Querschnitt eines wirklich elementaren Stromfadens, 
.sondern ein Bündel von Fäden darstelle, welche spiralförmige Wege be- 
schreiben, dass also die elementaren Stromfäden nicht die angenommene, 
sondern eine Spiral form haben, in welcher jedes Element in jedem 
Zeitelemente sich nur in der Tangente des Krümmungskreises bewegt. 
Dass diese Tangente allmählich ihre Richtung ändert, bedingt keine 
Rotation des Elementes um die Tangente. (Die Axe einer rotirenden 
zylindrischen Flüssigkeitsmenge bildet keine Stromfäden; die Stromfäden 
sind lauter Kreislinien, ein in jener Axe liegendes Flüssigkeitselement ist 
daher kein Stromelement, seine Aussenschicht bewegt sich als elementarer 
Stromfaden im Kreise, imd wird seine Dicke auf null reduzirt; so ist es 
überhaupt nicht mehr ein Bestandtheil der Flüssigkeit). 

Ein Stromelement krümmt oder biegt sich nicht, es bleibt immer 
ein Parallelopipedum mit gerader Axe, welche ein Element der Tangente 
des Krümmungskreises ist, in welchem das Stromelement fortrückt. 

Der normal zu seiner Axe genommene Querschnitt eines Strom- 

clementes bleibt stets ein Rechteck, das Stromelement selbst also stets 

ein gerades, rechtwinkliges Parallelopipedum, welches im 

Laufe der Zeit nur seine Länge, Breite und Dicke ändert. Denn die 

parallel zur Axe d z wirkenden Gleitungswiderständen können zwar die 

elementaren Fäden eines Bündels in dieser Richtung verschieben und 

dadurch dem ganzen Bündel eine veränderte Gestalt geben; für die 

wirklich elementaren Fäden, d. h. für die Fäden von verschwindender 

Dicke bringt die Verschiebungstendenz jedoch nur relative Geschwindigkeit 

dv d V 

hervor oder bedingt die Differentialquotienten .,- und -^ vermöge der 

. dv j. dv 

Gleitungswiderstände y = J '^ ^'^^ ^/' ~ f — ^~ * ^" seitlicher 

Richtung , also parallel zu d x oder d y können aber überhaupt keine 
Gleitungswiderstände wirken und relative Bewegungen erzeugen, weil 
sonst dz gar nicht die Axe eines elementaren Stromfadens sein würde. 
Der normale Querschnitt eines Stromfadens kann daher niemals ein 
Parallelogramm werden , wiewohl kein Hinderniss obwaltet, einmal ein zu 
einem schiefwinkligen Parallelopipedum geordnetes Bündel von Fäden als 
ein System zu betrachten. 

Der Querschnitt eines echten Stromfadens ist hiernach stets ein 
gerades Parallelopipedum, dessen rechteckiger Querschnitt durch den 
Krümmungsmittelpunkt des Fadens geht und durch Linien begrenzt ist, 
die einerseits mit dem Krümmungshalbmesser parallel laufen 
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oder zwei benachbarte Krümmungshalbmesser darstellen und 
andererseits auf der Krümmungsebene normal stehen. 

Wenn die Flüssigkeit durch Wände oder Oberflächen begrenzt 
ist, wird eine Zerlegung derselben in Stromfäden an den Grenzen in der 
Regel zu Fäden mit dreieckigem Querschnitte führen. Diese (sowie 
auch alle übrigen Fäden) sind doch nur Bündel von elementaren Fäden; 
sie verschwinden bei fortgesetzter Zerlegung und beeinflussen die darauf 
folgende Integration nicht anders, als durch den Gleitungswiderstand, 
welcher sich an' der Grenzfläche äussert und welcher nach Nr. 10 in 
zwei Komponenten parallel zu den Seitenflächen der rechtwinkligen Fäden 
zerfällt. Aus dieser Zerfällung des Gleitungswiderstandes einer Wand 
ist ersichtlich, dass die Bewegung eines im Inneren der Flüssigkeit 
liegenden Elementes von der Gesammtwand in einer von der Eintheilung 
der Flüssigkeit in Stromfäden unabhängigen Weise affizirt wird, indem 
jeder Punkt der Wand dieselbe Wirkung auf jenes Element ausübt, auf 
welchem Wege man sich auch diese Wirkung fortgepflanzt denkt. 

Bei seiner Bewegung wirken auf das Stromelement die Schwere, die 
Pressungen aller angrenzenden Elemente, die Gleitungswiderstände der- 
seitlichen Nachbar- bezw. Wandelemente, und die Zentrifugalkraft, welche 
durch die Bewegung im Krümmungskreise bedingt ist. Für Gase tritt 
noch die Wirkung der Elastizität hinzu, welche bei unpressbaren Flüssig- 
keiten zwar nicht absolut null, aber doch im Allgemeinen geringfügig, 
wenigstens erst bei starken Pressungen bedeutsam ist. . 

Alle diese Kräfte können leicht in Rechnung gestellt werden. Jedes 
Element liefert zunächst für das nach dem d'Alembertschen Prinzipe daran 
bestehende Gleichgewicht von Kräften nach Nr. 15 eine Summen- 
gleichung für Fortschrittskräfte, welche in drei Gleichungen für das 
Gleichgewicht nach drei Axen zerfällt. Eine Summengleichung für 
Kräftepaare kömmt . nicht weiter in Betracht, da das Element keine 
Drehung erleidet und die Verschiebung durch die Gleitungswiderstände 
(p und ijt sich als relative Geschwindigkeit der Nachbarelemente darstellt, 
diese Gleitungswiderstände selbst aber als Fortschrittskräfte in die ersteren 
Summengleichimgen eintreten. Ausserdem erhält man aus den im Gleich- 
gewichte befindlichen Kräften die Momentengleichung, welche, wenn 
die Bewegung des Elementes eine virtuelle ist, die in Nr. 17 dargestellte 
Form hat und in drei Gleichungen zerlegt werden kann. 

Die Kontinuität der Masse ist für jeden Bewegungszustand einer 
unpressbaren Flüssigkeit durch die für jeden Punkt eines Stromfadens 

d (wv) 

gültige Beziehung (ov = &)'«?' oder -r^- — = gewahrt. 

Die -relative Geschwindigkeit cv zweier benachbarten Stromfäden 
kann nur unendlich klein sein, an einer ruhenden Wand findet jedoch 
fast immer eine endliche Geschwindigkeit statt. Die Bedingung für das 
Gleiten an der Wand einerseits und an dem benachbarten flüssigen Faden 
andererseits ist daher häufig auf die ganze Ausdehnung der Wand 
unerfüllbar. Wo diese ünerfüUbarkeit eintritt, hört das eigentliche 
Gleiten an der Wand auf und es bilden sich Wirbel von endlicher oder 
von elementarer Grösse, zuweilen auch Hohlräume zwischen dem 

10* 
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Hauptstrome und der Wand. Die Wirbel sind Zwischenkörper, welche 
an ihrer dem Strome zugekehrten Seite die hydraulischen Gesetze des 
Fliessens und an ihrer der Wand zugekehrten Seite die Gesetze der 
Gleitung an starren Körpern mit der durch die Form der Gefässwand 
bedingten Variabilität vermitteln. 

Die für unpressbare Flüssigkeiten gültigen Formeln werden für 
Gase durch Berücksichtigung der Elastizitätsgesetze sofort brauchbar. 
Der pneumatische Druck erscheint in jedem Elemente als eine Ki-aft, 
welche mit den übrigen Kräften das Gleichgewicht konstituirt und die 
Summengleichung ergiebt , indem zugleich die naturgesetzliche (vor- 
nehmlich dem Mariotteschen und Gay-Lussacschen Gesetze entsprechende 
und in Nr. 12 bereits angedeutete) Beziehung zwischen Spannung und 
Volum beachtet wird. 

In die Momentengleichung tritt die Arbeit der Elastizität zu 
den Arbeiten der übrigen Kräfte hinzu. Die Kontinuität der Masse, 
welche jetzt von der Dichtigkeit fj> mit abhängt, erfordert die Beziehung 
u)v fji. = M'v'fj'. Im Beharrungszustande bleibt in jedem Elemente 
fj. mit der Zeit t konstant und ändert sich nur mit dem Wege ^, die 
Konstanz der * Grösse lo v /j kömmt also nur für die Variation von js in 

Betracht und man hat — . =0. Befindet sich das Gas aber nicht 

im Beharrungszustande; so ist die Dichtigkeit /n auch mit der Zeit ver- 
änderlich , man hat also das vollständige Differential von o) v ,u nach t 

^ (covfj) , d{MV/tl) ,^ 

und oder -^ ^- t + —r-- c ^ = 0. 

et c ^ 

Da ,, , ' et = o)v ..^ et = oj .^ö^; so ist die allgemeine 
dt et dt 

Kontinuitätsgleichung 

et ez 

Von den auf ein Stromelement wirkenden Kräften entspringen die 
von der Gravitation der Erde ausgehende Schwere , die durch die Kreis- 
bewegung, nämlich durch die Ablenkung von der geraden Bahn entstehende 
Zentrifugalkraft, die durch Beschleunigung oder Verzögerung bedingte 
Druckkraft und die durch Volumveränderung (abgesehen von der Wärme) 
hervorgerufene Elastizitätskraft in dem Elemente selbst und pflanzen sich 
von Element zu Element durch die Flüssigkeit fort. Die von aussen auf 
ein Element wirkenden, theils durch die Nachbarelemente, theils durch die 
Wand- und Oberflächen erzeugten Druck- und Gleitungskräfte gesellen 
sich zu den aus dem Innern der Elemente stammenden und pflanzen sich 
ebenfalls durch die Flüssigkeit fort. Auf diese Weise kann ein Strom 
mit anderen mechanischen Systemen, welche theils fest sind, wie Gefässwände, 
theils beweglich, wie die Schaufeln der Wasserräder, wie Schiffe, Pumpen- 
kolben, atmosphärische Auflagerungen und dergl. Die von solchen 
äusseren Systemen bedingten Kräfte und Arbeiten werden Bestandtheile 
der Summen- und Momentengleichungen; sie änderen das Wesen des 
Stromes nicht. 
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Die Strombewegung ist > unter stetig wirkenden Kräften eine stetige, 
nur allmählich variabele; plötzliche Wirkungen oder Stösse (bezw. 
Explosionen) rufen plötzliche Effekte, also plötzliche Geschwindigkeits- 
änderungen und plötzliche Ablenkungen hervor und wie die stetigen 
Vorgänge dieser Art allmähliche Verluste oder Gewinne an lebendiger 
Kraft nach sich ziehen, so erzeugen die plötzlichen Vorgänge plötzliche 
Verluste oder Gewinne an lebendiger Kraft. Die Stosswirkung ist daher 
im Stromsysteme nicht ausgeschlossen, es ist jedoch zwischen denjenigen 
Stössen, welche beim ersten Anpralle und nachher nicht wieder vor- 
kommen und den dauernd oder periodisch sich wiederholenden 
Stössen zu unterscheiden. Ein auf eine ebene Wand fallender Wasser- 
strahl erleidet und vollführt durch die plötzliche Ablenkung und Hemmung 
seiner Fäden einen Stoss, späterhin aber verfolgen die Fäden ihre ge- 
krümmte Bahn ohne Stoss. Ein mit stetiger Geschwindigkeit im Wasser 
treibendes Schilf erzeugt allmähliche Ablenkungen der Wasserfäden, aber 
keine Stösse, wofern nicht Wind- oder Schaufelstösse plötzliche Änderungen 
bedingen. An den kleinen Erhabenheiten einer Wandfläche erleidet der 
Strom eine ununterbrochene Reihe kleiner Stösse, welche das letzte 
Glied in der allgemeinen Formel des Gl eitungs Widerstandes in Nr. 5 
bilden. Alle sonstigen StossefPekte sind in der Momentengleichung durch 
positive oder negative Glieder, welche Gewinne oder Verluste an lebendiger 
Kraft darstellen, und in der Summengleichung durch die mit dem Stösse 
verbundenen Pressungen leicht zu berücksichtigen. 

* Aus Vorstehendem geht hervor, dass unsere Schrift die Grundzüge 
zur Berechnung der allgemeinsten Bewegung eines Stromes enthält. Da 
jedoch in einer Flüssigkeit, wie in Nr. 33 erörtert worden, unter den 
gegebenen äusseren Bedingungen zuweilen mehrere Systeme von Strom- 
fäden möglich sind ; so bleibt für diesen Fall noch das Merkmal anzugeben, 
welches die wirkliche Bewegung kennzeichnet. Hiermit werden wir 
uns in Nr. 70 beschäftigen. 

43. Die Wellenbewegung. Zur Erläuterung der vorstehenden 
Sätze möge die Wellenbewegung dienen; sie ist unter den periodischen 
Bewegungen die spezifische Bewegung der unpressbaren Flüssigkeit. Bei 
der ganz regelmässigen Wellenbewegung beschreibt jedes Element nach 
den Beobachtungen der Gebrüder Weber einen Kreis mit gleichmässiger 
Geschwindigkeit. Fig. 24 stellt eine Wellenlinie für eine von links nach 
rechts laufende Wellenbewegung dar. Das an der rechten Seite eines 
Wellenberges liegende Theilchen a beschreibt in der Zeit dt ein auf- 
steigendes Element seiner Kreisbahn, das an der linken Seite eines Berges 

- liegende Theilchen b beschreibt zu gleicher Zeit ein absteigendes Element 
seiner Kreisbahn. Die Kreisbahnen haben für alle Theilchen gleiche 
Radien und feststehende Mittelpunkte, welche in der die Höhe zwischen 
den Gipfeln und den Thälem halbirenden Spiegellinie des ruhenden Wassers 
liegen. Alle Gipfelpunkte bewegen sich momentan horizontal nach rechts, 
alle Thalpunkte horizontal nach links, alle in der Mittellinie an der 

. rechten Seite eines Berges liegenden Punkte steigen vertikal auf, alle in 
dieser Höhe an der linken Seite eines Berges liegenden Punkte sinken 
vertikal nieder. 
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Während nun die in der Oberfläche der Wellen liegenden Theilchen 
Kreise beschreiben, deren Mittelpunkte in der Spiegellinie liegen, beschreiben 
gleichzeitig die unter der Oberfläche liegenden Theilchen Kreise, deren 
Mittelpunkte eine tiefere Horizontale einnehmen und deren Radien sich 
allmählich verkleinem, deren Umlauf szeiten aber konstant bleiben. Die 
tieferen Schichten der Flüssigkeit bilden also Wellenlinien, welche sich 
mit der Tiefe abflachen, deren Gipfel und Thäler aber in vertikalen 
Richtungen unter einander liegen, sodass alle Wellenlinien mit gleichen 
Geschwindigkeiten von links nach rechts weiterschreiten. Bei diesem 
Fortschritte der Wellen bleiben die anfangs in der Oberfläche liegenden 
Theilchen stets in der Oberfläche, sie sinken nie unter, und ebenso 
bleiben alle tiefer liegenden Theilchen fortwährend in ihren Wellenlinien. 

Da alle Theilchen der Flüssigkeit in jedem Augenblicke, selbst 
wenn der Radius ihrer Kreisbahn ungeändert bliebe, sich in verschiedenen 
Kreisen bewegen; so können niemals zwei Theilchen, welche Nachbaren 
in einer Kreisbahn bilden, sich in dieser Bahn zugleich bewegen, es 
bewegen sich also die Punkte eines Kreises nicht gleichzeitig in 
diesem Kreise; der Kreis, welcher den Weg eines Wasser- 
theilchens bildet, ist daher durchaus kein Stromfaden. 
Wären die Kreise Fäden; so würden sich ja die Fäden schneiden, was 
unmöglich ist, da das in einem Schnittpunkte liegende Theilchen sich in 
zwei Fäden zugleich bewegen müsste ; auch würde der Gipfel eines Wellen- 
berges stets ein Gipfelpunkt und ein Sohlenpunkt stets ein solcher bleiben, 
die Welle also nicht fortrücken können. Hiernach fliesst das Wasser bei 
der ' Wellenbewegung nicht in Kreislinien ; die eigentlichen Stromfäden 
haben eine ganz andere Gestalt. 

Aus den in Fig. 25 angegebenen Bewegungsrichtungen, welche in 
den verschiedenen Punkten einer Wellenlinie herrschen, geht hervor, dass 
wenn ein Theilchen auf der rechten Seite eines Wellenberges aus der 
Oberfläche heraus schräg aufwärts schreitet, ein Theilchen aus der nächst 
tieferen Schicht an seine Stelle tritt, indem es einen etwas flacheren 
Weg beschreibt. In jedem Augenblicke ist also eine Reihe von Theilchen 
bereit, in einer Kurve hintereinander her zu wandern. Diese Kurven 
trennen die unter einem Wellenberge imd Wellenthale liegende Wasser- 
menge in zwei Theile aehE und bfcFy deren Endpunkte «, b, c, d in 
der Spiegellinie liegen. In dem eigentlichen Wellenberge findet momentan 
Bewegung von links nach rechts in Kurven statt , welche parallele 
Verschiebungen der Linie a eb mit allmählicher Krümmungsverminderung 
bilden. Diese Linie hat bei a und b vertikale Tangenten. Die unter- 
halb aeh liegenden Fäden wie a' e' b' sind volle Fäden, die oberhalb 
liegenden Fäden sind Mittelstücke davon. In dem Wellenthale findet 
momentan Bewegung von rechts nach links in Kurven statt, welche 
Verschiebungen der sich allmählich abflachenden Linie cfb bilden. 
In allen Punkten der vertikalen Linien a' a , c' c findet ein vertikales 
Aufsteigen , in allen Punkten der vertikalen Linien b b\ d d' ein 
vertikales Absteigen statt. In jeder vertikalen Linie findet momentan 
in jeder Tiefe ein gleicher Bewegungszustand in derselben Richtung statt, 
welche in dem höchsten Punkte dieser Linie in der Oberfläche der Welle 
herrscht. 



Die hydraulischen Grundgesetze. 151 

Die Strömung nach diesen Kurven ist übrigens immer nur ein 
augenblicklicher Zustand ; ein Theilchen , welches soeben dem Faden aeb 
oder cfb angehört, gehört im nächsten Augenblicke einem zwar kongruenten, 
aber ein wenig weiter nach rechts liegenden Faden an. Zwei in vertikaler 
Richtung unter einander liegende Nachbarkurven wie aeb sind einander 
kongruent aber eben desshalb nicht parallel; d. h. sie haben überall 
gleichen vertikalen, aber ungleichen normalen Abstand. Der 
zwischen ihnen liegende Stromfaden hat also ungleiche Querschnitte , er 
ist in der Mitte e am stärksten und an den Enden a und b am schwächsten, 
die Bewegung in einem solchen Faden kann daher keine ganz gleich- 
massige sein; wir werden dieselbe in Nr. 48 näher betrachten. Die 
Flüssigkeit muss sich bei e am langsamsten und bei a und b am raschesten 
abwärts, bezw. aufwärts bewegen. Das Nämliche gilt von der Bewegung 
in dem Faden cfb. Da Stromfäden die Bewegungen eines Elementes 
in dessen Laufkreise sind ; so kann die letztere Bewegung im Allgemeinen 
keine gleichmässige sein. 

44« Die Druckkräfte in der Kreisbahn. Damit ein Theilchen 

vom Gewichte w einen in vertikaler Ebene liegenden Kreis EBF 

(Fig. 26) vom Radius r mit konstanter Geschwindigkeit v durchlaufe, 

muss in jedem Punkte B eine Kraft HB = p auf dasselbe wirken, 

welche zwei Komponenten, nämlich die vertikal von unten nach oben 

wirkende, dem Gewichte w gleiche Komponente GB = w und die in 

der Richtung des Radius B C gegen den Mittelpunkt G hin wirkende, 

w r* 
der Zentrifugalkraft gleiche Komponente DB = c = hat. Die 

»7 

Resultante p dieser beiden Kräfte hat variabele Intensität und Richtung. 
Ihre Richtung geht aber durch einen unveränderlichen Punkt Ä in 

der Vertikalen CE, welcher in der Höhe CA = s= = — ^ 

über dem , Mittelpunkte C liegt (wie aus der Ähnlichkeit der Dreiecke 
BDH und BGA hervorgeht). Ist P die Länge der Linie A B ; so 

C W V 

ist die Stärke der Kraft p =: - P = — ., P also proportional der 

^ r gr^ 

Länge AB und man hat, wenn GJ = y die Tiefe des Punktes B 

unter dem Mittelpunkte G ist, 
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Wenn die Zentrifugalkraft c dem Gewichte w gleich, also v^ = gr 

: . . 1 . . 

ist, wenn mithin die Geschwindigkeit v der Fallhöhe ^^ r entspricht, wird 

s — r, alsdann fällt also der Punkt A mit dem höchsten Punkte E des 
Kreises zusammen, und man hat p = w 1/2(1 + -^ Y 
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Wenn der Druck jp, wie in unserer Aufgabe, als hydraulischer Druck 
von der Flüssigkeit gegen das in der Oberfläche liegende Theilchen vom 
Gewichte iv ausgeübt werden soll ; so ist derselbe an gewisse Grenzwerthe 
gebunden. Derselbe kann, wenn er im höchsten Punkte E von unten 
nach oben wirken soll , offenbar nicht grösser , als das Gewicht w sein, 
weil sonst das Theilchen w aus der Flüssigkeit hinaus geschleudert werden 
würde. Soll der Druck p im höchsten Pimkte E von objBU nach unten, 
mithin als Zug auf das Theilchen w wirken; so kann er höchstens der 
Adhäsion der Flüssigkeit gleich werden, weil die Flüssigkeit keinen grösseren 
Zug auszuüben vermag. Nehmen wir für die Zentrifugalkraft c die drei 
Werthe c = 0, ferner c > w ^= w + a und endlich c < w =^ tv — a 
an; so ergiebt sich für s bezw. s ^=^ r, s < r, s > r und der hydrau- 
lische Druck p' und p" bezw. im höchsten Punkte E und im tiefsten 
Punkte F oder bezw. für iy = — r und y = -^ r wird für diese drei 
Annahmen 

c = w w -{- a w — a 

s = r <^ r >> r 

jp' = a — a 

p" =^ 2w 2w-\-a 2w — a 

Eine gar nicht adhärirende Flüssigkeit kann keinen Zug nach unten 
ausüben , es kann also c nicht > w , sondern entweder nur = w , oder 
<^ ty = ^ — a sein, sodass im höchsten Punkte E der hydraulische 
Druck 2>' = — ö von unten nach oben herrscht und der Konvergenz - 
punkt A aller Kräfte über E liegt. 

45. Die Form der Wellenlinie. Besitzt die Flüssigkeit Adhäsion ; 
so kann , wie bei der adhäsionslosen Flüssigkeit , im höchsten Punkte E 
der hydraulische Druck von unten nach oben ^' = — a herrschen, was 
c < tv = w — a und einen Konvergenzpunkt A über E bedingt. 
Die adhärirende Flüssigkeit könnte aber auch bei E einen hydraulischen 
Zug p' ■= a von oben nach unten ausüben , was c ^ w = w -}- a 
bedingt : da jedoch dieser Fall, wie wir sogleich zeigen werden, eine Wellen- 
linie erfordern würde, welche im höchsten Punkte eine Schleife bildet; 
so schliessen wir sie von den gewöhnlichen Bewegungen aus, betrachten 
also nur den Fall, wo die Zentrifugalkraft c kleiner als das Gewicht w ist. 

Die Gleichung der Wellenlinie für die in der Spiegellinie angenommene 
Abszissenaxe x und für vertikal aufwärts gerichtete Ordinaten y ergiebt 
sich durch folgende Betrachtung. Denken wir uns die erzeugenden Kreise 
vom Radius J? = r in unendlich kleinen Abständen b aufgestellt, sodass 
für irgend einen dieser Kreise mit dem Mittelpunkte C in - Fig. 27 die 
Entfernung 0= nb = ? ist. EB F sei die Wellenlinie und ihre 
Koordinaten für den Durchschnitt mit dem Kreise G B seien OD ~ x, 
DB = y. Setzt man den Winkel BOG = a und daher die Bogen- 
länge B G = M r ; so muss wegen der gleichmässigen Rotationsbewegung 
der Elemente der Winkel a proportional zu b sein, oder der Vorschiebung 
des Kreises um die Entfernung b muss eine Vergrösserung des Winkels a 
um den unendlich kleinen konstanten Betrag ß entsprechen, sodass 
a — n ß ist. Ausserdem ist 5 proportional dem Bogen ß r, also b = mßr 



Die hydraulischen Grundgesetze. 153 

und demnach S = mar. Sodann hat man r cos a •=. y , folglich 
a = arc cos und S =■ mrarccos . Endlich ist? = aj -|-Kr'^ — 2/^ 

T T 

also die Gleichung der Wellenlinie 



X = mr arc cos 

r 

Bezeichnet man den Neigungswinkel B AC der Normalen auf der 
Wellenlinie mit y; so hat man nach der Figur ohne Weiteres 

dx ^ s — y s — 1/ 

>. = cot Y — v - = ,/- -— 

oy £ — a? Yr^ — y' 

was auch dem Differentialquotienten von x nach der letzten Gleichung 
entsprechen muss. 

Wenn man f und y als Koordinaten annimmt, wird die Gleichung 

der Wellenlinie, da a = ist, 

mr 

t 

y z=: r cos — 
^ mr 

Der Anfangspunkt der x und y für die vorstehende Gleichung liegt in 0, 

will man denselben in die Spitze E eines Wellenberges verlegen, sodass 

alle Ordinaten y' nach unten genommen werden ; so wird 

*• /fj* p — — 

X = mr arc cos — V 2r y' — y''^ 

Die Form der Wellenlinie ist hiemach lediglich durch den Radius r 
des erzeugenden Kreises und den Koeffizienten m bedingt. Der letztere 

Koeffizient m drückt das Verhältniss des geradlinigen Fortschrittes 

ß r 

des Mittelpunktes C des erzeugenden Kreises zu dem Bogen ß r, welchen 

hierbei ein Element in diesem Kreise beschreibt, aus. Da in der Zeit, 

wo ein Element den ganzen Kreis , also den Weg 2 n r durchläuft , der 

erzeugende Kreis um die Entfernung B der ganzen Wellenlänge fortrückt; 

so muss m = - — , also die Wellenlänge B = 2m7rr sein. 

27ir 

Die halbe Breite des Wellenberges oder der Werth von a? f ür ?/ = 

l]ry also die ganze Breite (mn — 2) r. Die halbe Breite 

/ m TT \ 

des Wellen thales ist mithin I — ^ + 1 ) ^ und die ganze Breite (m jt '\-2)r, 

«odass die Längendifferenz zwischen der Thal- und der Bergbreite den von 
w unabhängigen Werth 4r hat. 

Die Wellenlinie steht in jedem Punkte B normal auf der Linie AB 
(worin A den Konvergenzpunkt der hydraulischen Drucke bezeichnet), sie 
hat also an jeder Seite des Wellenberges einen in der oberen Hälfte 
Hegenden Wendepunkt, dessen Höhe durch die von A an den er- 
zeugenden Kreis gezogene Tangente bestimmt * ist. In diesen Wende- 
punkten geht die Tangente der Wellenlinie durch den Mittelpunkt des er- 
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zeugenden Kreises. Fällt der Konvergenzpunkt A mit dem höchsten 

Punkte des Kreises zusammen; so rücken die beiden Wendepunkte in die 

Spitze des Wellenberges und bilden hier eine Wiederkehr, erzeugen 

also eine Welle mit scharfem Kamme. In der Spiegelhöhe oder für 

t/ = neigt sich alsdann die Tangente der Wellenlinie unter 45® gegen 

die Horizontale. 

t 
Die Formel w = r cos - - lehrt , dass in Abständen von 2ni n r 

S -|- 2ifi jf T 

die Ordinate y denselben Werth r cos — - = r cos (S + 2 n) 

^ mr V- I / 

= r cos ? annimmt, dass also die Wellenlänge B = 2m nr ist. 
Diess stimmt mit dem vorhergehenden Resultate überein. Über den Werth 
des Koeffizienten m liegt hierin noch keine Entscheidung: wenn b dem 
doppelten Bogen 2 ßr gleich, . also m = 2 wäre, würde die Wellenlänge 
B = 4i7rr sein. 

Durch vorstehende Gleichung ist die Wellenlinie lediglich nach der 
aus der Beobachtung geschöpften geometrischen Bedingung, dass 
ein Element eine Kreisbahn mit gleichmässiger ' Bewegung beschreibe, 
konstruirt: die mechanische Bedingung, dass der auf der Wellenfläche 
normal stehende hydraulische Druck die durch den Mittelpunkt des zuge- 
hörigen Laufkreises gehende Vertikale in bestimmter Höhe CA = s 
schneide, muss erst noch konstatirt werden. Setzt man zu dem Ende den 
Winkel der Normalen B A der Wellenlinie gegen die Vertikale B A G, 
also B AC =- (jf) ; so ist dieser Winkel zugleich der Neigungswinkel der 

"d y 
Tangente der Wellenlinie gegen die Horizontale; also tang y = — ■^—, 

Für den Punkt B der Wellenlinie hat man Winkel BCG = «, 

C = n 6 = J und für den Punkt B\ welcher dem um (7 (7' = 6 = a S 

weiter gerückten Kreise entspricht , B' C O' = « -f" da = « + ß, 

OC=(n + l)6 = S + 6 = S+ 8 5, OD' = x' , D'B' = y' 

und es ist y = r cos Uy y' = rcosa — r sin u , du, 5 — x = r sin «, 

i' — x' = r sin u + r cos u . d Uy also x' — x = 5' — S — r cos a .du 

= 85 — ^ cos u ,d u = b — r cos u . d u. Nun ist einerseits tang (p 

y — y' J — x 
== —. — — ^ und andererseits = ~ , man hat also 



X — X 



und daher 



rbüiuä 




s 


— 


~y' 


u 


9 

X' — 


y' 

X 


-^ 


s 




X 

y 




s 




x' 




X 



8?/ 

dx 



(5 — x) + y 



y — y 

Substituirt man hierin für a;' — x , S — x y y^ y' die vorstehenden 

Werthe, so ergiebt sich s = — und nach dem Früheren s =^ mr. 

P 
Dieses Ergebniss lehrt, dass die Höhe s des Konvergenzpunktes A 

einen konstanten Werth hat, dass also die Wellenlinie den mechanischen 

Bedingungen entspricht. Hierdurch dürfte die Beobachtung hinsichtlich 

des Kreislaufes der Elemente durch die Theorie bestätigt und die 
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4,28 r 
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Wellenlehre wissenschaftlich begründet sein. Ausserdem stiftet die letzte 
Formel eine wichtige Beziehung zwischen dem Koeffizienten m, der Höhe s 
und der Wellenlänge B : denn sie liefert nun die Beziehung B = 2 n s, 
wonach die Wellenlänge gleich dem Umfange eines Kreises vom Radius 
CA = S ist, während umgekehrt, aus der Wellenlänge B die Höhe 

s = - - gefunden wird. Für die Werthe m = 1; 1,5; 2 würde man 

a TT 

erhalten , wenn man die Breite eines Wellenberges mit B' und die eines 
Wellenthaies mit B" bezeichnet, 

m s B 

1 r 6,28 r 
1,5 1,5. r 9,43 r 

2 2r 12,56 r 

Die Höhe s hat nach dem Obigen den Werth 

c 

w 
m = — das Verhältniss des Gewichtes w des Elementes zu seiner 
c 

Zentrifugalkraft c, und da diese gleich ist; so hat man auch 

V^ v^ v^ 

2nr 

Führt man die Umlaufszeit T = ■ eines Elementes ein; so er- 

t? 

vT gT gT^ gT^ 

hält man die Beziehungen r = - - , m = ^ , s = ^ — ^ , B = ^ — . 

2n 2 n V 47i^ ,2jr 

Die letzte lehrt, dass die Wellenlänge B sich wo das Quadrat der Um- 
laufszeit T verhält. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit A der 

B gT gr 
Welle, um welche sie in der Zeiteinheit vorrückt, ist A = -yir = ^~ = 

T 2n V 

oder, wenn u =^ — die Winkelgeschwindigkeit des Elementes bezeichnet, 

T 

A = ^—. Diese Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist also der Umlaufszeit 

T proportional, hängt mithin lediglich von der Winkelgeschwindig- 
keit t« des Elementes ab , mit welcher sie in umgekehrtem Verhältnisse 
steht. Wellen von gleicher Umlaufszeit oder gleicher Winkelgeschwindig- 
keit der Elemente pflanzen sich daher mit gleicher Schnelligkeit fort, je 
grösser die Umlaufszeit oder je kleiner die Winkelgeschwindigkeit der 
Elemente ist, desto rascher laufen die Wellen. Wellen von verschiedener 
Höhe r können daher gleich rasch laufen, wenn die Umfangsgeschwindig- 
keit V in gleichem Maasse wie der Radius r variirt. Bei gleicher Um- 
fangsgeschwindigkeit V pflanzen sich die höheren Wellen rascher fort, als 
die niedrigeren und zwar im Verhältniss ihrer Höhe r. 

46. Zweiseitigkeit des Wellenlaufes. Der stets nach derselben 
Seite gerichtete Kreislauf erzeugt von dem Ursprünge C der Wellen nicht 
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nur die von links nach rechts in der Richtung C c (Fig. 28), sondern 
auch die von rechts nach links in der Eichtung Cb laufenden Wellen. 
Denn wenn im Ursprungspunkte die Mitte eines Wellenthales F liegt; so- 
dass EFG die ursprüngliche Wellenlinie ist; so treibt die Bewegung des 
Punktes c in seiner Kreisbahn die Linie Fe G nach rechts, die Bewegung 
des Punktes b in seiner Kreisbahn dagegen die Linie FbE nach links. 
Indem der Gipfel G und die Thalsohle F nach rechts , der Gipfel E und 
die Thalsohle F aber nach links weiterrückt, hebt sich nach Fig. 29 das 
Wasser unter dem Punkte C nach den Linien 2 , 3 , 4 , welche unter C 
die in Spitzen zusammenstossenden Stücke zweier Wellenlinien bilden, bis 

in der Zeit ty T sich über C ein voller Wellenberg erhebt, der alsdann 

in der folgenden Zeit ^y T auf die Thalsohle herabsinkt. 

Ganz ähnlich ist der Verlauf ringförmiger Wellen, welche sich 
von einem ürsprungspunkte nach allen Seiten ausbreiten. Der Laufkreis 
eines Elementes liegt dann nicht zwischen zwei parallelen vertikalen Ebenen, 
sondern zwischen zwei vertikalen Ebenen, welche sich in einer durch den 
Ursprungspunkt gehenden vertikalen Linie schneiden. Wäre der Laufkreis 
ein Stromfaden ; so würde eine Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit 
in einem sich allmählich verbreiternden und dann wieder sich verschmälern- 
den Kreise unmöglich sein: da der Laufkreis aber kein Stromfaden ist, 
da also dieser Kreis nicht durch Elemente, welche stetig aufeinander folgen, 
gefüllt ist; so ist ein gleichmässiger Kreislauf für ringförmige Wellen 
ebenso gut möglich, wie für geradlinige. In allen Fällen jedoch hat man 
sich ein Flüssigkeitselement nicht als einen kugelförmigen Punkt , auch 
nicht als einen elementaren, durch radiale Linien begrenzten Abschnitt 
eines Ringes, sondern als ein stets vertikal stehendes, oben und unten 
durch Elemente von Wellenflächen begrenztes Stäbchen zu denken, an 
welchem bei ringförmigen Wellen zwei der vier vertikalen Seitenflächen 
sich in einer durch den Mittelpunkt des Kreises gehenden vertikalen Linie 
schneiden. Ein solches Element muss fortwährend gleiches Volum be- 
halten und demnach während seines Kreislaufes seine Form entsprechend 
ändern. 



47. Form der Stromfäden bei konstanter Geschwindigkeit im 
Innern. Nachdem die Form der Wellenlinie bekannt geworden ist, kann 
auch die Form der Stromfäden acb und bfc in Fig. 25 bestimmt werden. 
Für die Abszisse x hat der Stromfaden aeh, welcher in der Höhe der 
Abszisse y der Wellenlinie endigt , die Neigung des Winkels a , dessen 

V V T^ — W^ 

Kosinus nach Obigem = dessen Tangente also = ist. 

Dieselbe Neigung hat nun jeder Stromfaden für die Abszisse x. Setzt 
man also seine Ordinate = f/'; so ist 

dx ^ y 
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Da X zugleich die Abszisse der Wellenlinie , also x - mr arc cos — 

r 

— yr^ — j/^ ist; so hat man für einen Punkt des Wellenberges 

Gx = y- =:^ dy und wenn man diesen Werth für dx in. die 

V r^ — y^ 

vorhergehende Gleichung substituirt, ergiebt sich zwischen der Ordinate y* 

des Stromfadens und der Ordinate y der Wellenlinie die Beziehung 



%■ = (. - •»/) a, 



Hieraus folgt durch Integration 

y' =: y — mr logy + c 

Die Konstante c bestimmt sich durch die Bedingung, dass für den 
Endpunkt des Fadens y' ^:^ y sein und einen gegebenen Werth j/, haben 
muss. Hierdurch wird die Gleichung für einen Stromfaden (oder vielmehr 
für die Begrenzungslinie eines Stromfadens), welcher in der Höhe y\ über 
der Abszissenaxe in die Wellenlinie ausmündet, 

y' ----- y — mr log - 

Der tiefste Punkt dieses Fadens, welcher vertikal unter dem Gipfel 
des Wellenberges liegt, für welchen also y ^^ r ist, hat über der Ab- 
szissenaxe die Höhe 

tj ^ r — mr loa - 

r 

Dieselbe wird für alle diejenigen Fäden, für welche i/, <^ ist, nega- 

V7 

tiv, sodass deren Scheitel unter der Abszissenaxe liegen. Für einen 
vollständigen Faden aei ist ?/, = 0, mithin ;; = — oo, sein Scheitel 
liegt also in unendlicher Tiefe. 

Für die Stromfäden eines Wellenthales wechselt das in m multipli- 
zirte Glied sein Zeichen, aber auch alle Ordinaten y, y\ y, werden negativ. 
Giebt man für diese Fäden der vertikalen Ordinatenaxe die Richtung von 
oben nach unten; so erhält man die Gleichungen 

y' = y \. mr log ^ 

r 

ri — r -\- mr loa 

48. Die Bewegung im Innern einer Wellenmasse. Der Strom- 
faden, welcher in einem Punkt des Wellenberges mit den Koordinaten x, y 
ausmündet, hat an dieser Stelle die vertikale Dimension dy^ = dy^ in. 
dem unter dem Gipfel des Wellenberges liegenden Scheitel hat derselbe 

wi r Wh r 

aber die vertikale Breite d rj = ^J/i = 8 ff (wobei wir unter 

"1 tf 
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dy den absoluten Werth des Differentials von y verstehen). Offenbar 
kann in einem solchen Faden kein Fliessen mit gleichmässiger Geschwindig- 
keit bestehen : die Geschwindigkeit v' im Scheitel muss nothwendig in 
demselben Verhältnisse kleiner sein, als die Geschwindigkeit r> am End- 

punkte, in welchem die normale Breite dy grösser ist, als die nor- 
male Breite des Fadens am Ende. Ist die letztere Breite = A; ; so ist 
die Ausflussmenge im Zeitelemente dt sm Ende des Fadens gleich kv dt, 

die Einflussmenge im Scheitel dagegen dtje^dt = dy dt: Beide 

müssen einander gleich, es muss also v' = — — . 7^ — sein. 

mr cy 

Die normale Breite des in Fig. 30 zwischen den beiden Linien aeh 

und a' e' b' liegenden Fadens, dessen Endpunkte b, b' den horizo ntalen und 

vertikalen Abstand d x und d j/, also den schrägen Abstand bb' =Y d x'^ -^ dy^ 
haben , bestimmt sich durch den Winkel 90^ — a , den die Bewegungs- 
richtung bß^ mit der Vertikalen bildet und den Winkel y^ welchen die 
Normale auf der Wellenlinie mit der Vertikalen einschliesst. Da sich die 
Normale k auf bß^ gegen die Linie bb' um den Winkel a -f- / — 90^ 
neigt; so ist 

h = Vdx' + d'y^ . cos {a ^-r - 90°) = Vdx^ + dy'^ . sin (« + y). 
Nun ist nach Obigem 

V . Y r^ — t/* 
cos a •= - , SlYla = 

r r 

J — . ^u y f^ — ii^ 
und man findet leicht tang y ^ — = — ~~~ > folglich sin y 

•7 *f 



Vr* - 



tl 



y 5 — y 'IX,- 

cos y = —- y = , mithm 



Vis - yV + r' ^ y^' V(s - y)^ + r' - y^' 

8 V T^ ~~ 1/* 

sin {u + ;')=• sin u cos y -\- cos « sin y •= 



rV{s — f) + r ^ - y' 

Femer ist Vdx' ^ dy^ = ^-^^^^-^^^.^^ 



Vr^ - 



k 



s dy gr r. T , g 27c 

— — ^ = ^ dy und v' = -^- y =: - y. 



y 



Auf einfacherem Wege ergiebt sich dieses Resultat durch die Er- 
wägung , dass die Ausflussmenge bb' ßiß' auch gleich dem Volum des 
Parallelogrammes h b'Vibi ist , welches die Höhe d y und die Länge b b^ 
hat , um welche die Welle im Zeitelemente vorrückt. Diese Länge ist, 

weil -4 = — die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in der Zeiteinheit ist, 

v 

, . , ör ^ , ^. , _ , grdydt gr r. ob- 
gleich -— otf die Ausflussmenge also — = ^ oy v et, wie 

V V v 

vorstehend. Diese Übereinstimmung ist eine neue Bestätigung der Theorie 
mit der Beobachtung. 

Ohne Abnahme der Geschwindigkeit mit der Tiefe ist 



i 
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hiernach eine Wellenbewegung unmöglich. Nehmen wir nun 
an, dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit Ä der Wellen in jeder Tiefe 
dieselbe bleibt, dass also unter jedem Gipfel eines Wellenberges in jeder 
Tiefe wiederum Gipfel und unter jeder Thalsohle wiederum Thalsohlen 

liegen; so muss die Umlautszeit T, also das Verhältniss — konstant 

bleiben, es muss daher der Radius r des Kreislaufes in demselben Ver- 
hältnisse wie die Geschwindigkeit v sich verkleinern, sodass 

r' _ r _ T 

bleibt. Ausserdem muss die Wellenlänge B unverändert, es muss also 

das Produkt m' r' = w? r = - konstant bleiben, der Koeffizient m muss 

sich mithin in demselben Maasse vergrössern , wie der Radius r sich ver- 
kleinert. 

Die Höhe s des Konvergenzpunktes der Normalen auf der Wellen- 

linie behält, da ä' = ,1 ~ ^^ \ " ) ^^*' seinen Wei-th ungeändert 

s s 

bei und daraus folgt , dass das Verhältniss , = - . sich mit der Tiefe 

r r 

vergrössert. 

Die Gleichung einer Wellenlinie , welche unter der Oberfläche liegt, 
ist dann für ihre horizontale Axe 

X m r arc cos ^ — Yr''^ — y*' 

T 

Obwohl die Wellenlänge unverändert bleibt; so ändert sich mit der 
Tiefe doch die Breite des Wellenberges {mn — 2) r in mnr — 2 r ' 
und die Breite des Wellenthaies {mn + 2)r in mnr + 2r', beide 
nähern sich also mit zunehmender Tiefe der Gleichheit mnr. 

Wenn die Gipfel und die Thalsohlen vertikal abwärts rücken, während 
sich die Durchschnittspunkte der Wellenlinien mit den horizontalen Axen 
in horizontaler Richtung verschieben; so ändert sich hierdurch die Form 
der Stromfäden nach Fig. 31. 

Bezeichnet jetzt y*' die der Abszisse x zuge)iörige Ordinate eines 
Stromfadens, welcher in der Höhe ^, in die obere Wellenlinie ausmündet, 
ferner j/' die zu x gehörige Ordinate der um A tiefer liegenden Wellen- 
linie vom Radius r' welche die Bewegung des Punktes an der fraglichen 
Stelle des Fadens bedingt, indem wir diese Ordinate 1/' jedoch nicht von 
der oberen Abszissenaxe aus, sondern von der um Ä tiefer liegenden 
Horizontalen aus messen ; so hat man wie vorhin , da das Produkt 
m* r' mr bleibt, 

dx y* 
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folglich dy" - ^-~-~ dy' 

und durch Integration 

y" = y' — 7)1 r log y' + c 

oder, da y' = j/'' -}" ^ ^s*> 

mr log iy" •\- h) — h -^ c. 

Bezeichnet y^ die Ordinate des Punktes der obersten Wellenlinie , in 
welchem der Stromfaden ausmündet; so muss für diesen Punkt y" = t/, 
r_ y\ r' r, h sein; man hat also c — mr log y, , mithin 

1 y" + ^ -L 
mr log = h 

als Gleichung des Stromfadens, indem darin y" und h die Rolle der 
beiden voneinander abhängigen Variabel en spielen. Eine Auflösung für y" 
giebt h 

y = yi e — h 

Für den Endpunkt des Fadens, wo die innere Wellenlinie mit der 
oberen zusammenfällt, ist t/" = y, , Ä = 0, r' = r. Für dfen Scheitel 
desselben ist «/" + Ä — r', also 



m r 



r- = y, e 

In der letzten Gleichung, worin h die Tiefe der horizontalen Axe 
und r den Radius für diejenige innere Wellenlinie bezeichnet, welche mit 
ihrem Wellenberge den Scheitel des mit der Ordinate y, ausmündenden 
Stromfadens bezeichnet, sind die beiden Grössen y, und h offenbar von- 
einander abhängig, einem bestimmten «/, kann nur ein bestimmtes h ent- 
sprechen. Diese Beziehung ergiebt sich durch die Bedingung, dass die 

or 

Ausflussmenge des Fadens, also der Werth von ^— dy^ der Einflussmenge 

im Scheitel, also dem Werthe v' d rj gleich sei, worin v' die in der unteren 
Wellenlinie herrschende Geschwindigkeit und d rj die Variation bezeichnet, 
welche die Ordinate rj = y" des Scheitels des Fadens bei der Variation 
^y^ der Ordinate 2/i des Endpunktes des Fadens erleidet, dass also 

y- dy. = ©' S w oder 

^«/, __ «^t^' v'^r* 

dt] gr gr^' 

Das Differential der vorstehenden Gleichung für y" = ^ ist, da y, 
und h Variabele sind, 

d,j = e"^" dy, + (^-'- e*"^ — l) dh 

\mr / 

man hat also 

dyi \mr / dy. 
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Die Gleichheit der Ein- und Ausflussmenge fordert aher, wenn man 
für r' den vorhergehenden Werth setzt, 

h 

Xach den letzten beiden Gleichungen muss daher, weil nach Nr. 45 

., = V ö - nir = s ist, 
r^ 4 TT* 

2h\ r Ji_ \ * 

sein. Das Integral dieser Gleichung liefert die zwischen y, und h be- 
stehende Beziehung; schreibt man diese Beziehung y^ •== F{h) oder 
A = y(^,); so ist die Beziehung zwischen r' und h und die zwischen 

r' und i/i 

A fiyi) 



m r in r 



r' = F{h) e = t/, e 

Wenn U die Tiefe Ä ist, in welcher die Flüssigkeit sich in Ruhe 
befindet, also r' = ist; so muss 



H 
m r 



F{H) e =0 

also, da der zweite Faktor nicht den Null werth annehmen kann, F{H) = 
sein. Für r' = muss aber auch y^ = sein, man muss also 
// = /(O) haben. 

Nachdem der Werth von ■=: e als Funktion von y^ gefunden ist, 
ergiebt sich auch r = y^ ja sAs Funktion von y, und ebenso die in der 

Tiefe h herrschende Geschwindigkeit v* — - — . 

49. Tiefe, in welcher die Flüssigkeit ruhet. Wir haben in der 
vorigen Nummer den Weg gezeigt, auf welchem die Tiefe H der ruhenden 
Schicht gefunden werden kann. Es handelt sich dabei um die Integration 

h 

einer Diiferentialgleichung, welche, wenn zur Abkürzung e =■ z gesetzt 
und der Zeiger an der Grösse y^ weggelassen wird , da iw r = s ist, 
die Form 

(.9 — yß'^) cy = {y'^z — sy) dz 

annimmt. Es ist möglich , dass man durch die Substitution anderer 
Variabelen von geeigneter Form zu einem geschlossenen Integrale gelangt : 
will man die Integration jedoch durch Reihen versuchen; so bemerke ich, 
dass weder die Form ^ =r c 4" ö^i .V + 0^2?^^ + • • •» noch die Form 

;sr r= c 4-. * + -|^ + . . . der Aufgabe genügt, indem beide bei derBe- 

Stimmung der Koeffizienten zu unmöglichen Forderungen führen. Nur durch 
eine zweiseitig unendliche Reihe 

Scheffler, Hydraulik. H 
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^ = • • • 2,2 + 2/' + ^ + ^« 2/ + «2 2/^ + . • • 

ist die Integration möglich, und zwar findet sich, dass b, - sein muss 
und die übrigen Koeffizienten den Bedingungen 

S = ^i «I + &8 ^2 + ^4 «3 + • • • 
a^S — C^ + 2 (l>2 02 + *3 0^3 + ^4 «4 + • • •) 

2 «2 s = 3 c a, + 3 (6.^ a., + Ö3 «4 + 64 Ö5 + . . .) 

Sa^s = 2 0,'-* + 4ca2 4- ^(b^a^ + ^3 «5 + ^löe + • • 

4 a^ s = 3 a, Oa + 5 c a, + 5 (ft^ «5 + fc^ «e + ^4 ^7 + • • •) ®*c- 

2 65J s = 63 c + 64 a, + ^5 «2 + ^6 ^3 + • • • 

3\s ^ b.^'^ — 2b^c + 2(650, + ^6^2 + 67Ö3 + . . .) 

ib^S = — 265 C + 36363 + 3(*6^l + ^7^2 + ^8^3 +...)ßtc. 

genügen müssen. Hierzu gesellt sich für y — r , A - - , ^s: -- 1 die 
Gleichung 

1 = . . . J + ' + c + a, r + 02 ^^ + . . . 

T T 

Die Koeffizienten sind hiemach aus Gleichungen zu bestimmen , welche 
lauter unendliche Reihen bilden. Die Bestimmung stösst daher auf 
unüberwindliche Schwierigkeiten; es liegt aber auf der Hand, dass sich 
die Koeffizienten ... b.^, 6, , c, a, , a^ ... als Funktionen von s und r 
ergeben werden. Die Gleichung 

A 

***** ^2 1 ^1 I I I 11 

z — e = . • • ./a + ^ + ^ + «t 2/i + «2 2/1 ^ + . . . 

stellt dann die gesuchte Beziehung zwischen h und y^ dar. Da für 
?/, — h — H ist ; so hat man 

IT 



m r 



62 , 6, 



Schreibt man ?/, in der Form — , sodass 

' w • 

h 

g = . . . 60 tc;^ + 6, w; + c + + ., + . . . 

m »• . , 

wird : so leuchtet ein, dass der Werth von e sich mit wachsenden w 
unaufhörlich dem Werthe des obersten links stehenden Gliedes nähert, 

H 
r^ ***** 

dass also für t(; = cso oder «/i = die Grösse e und demzufolge der 
Werth von H unendlich gross wird. Hieraus ergiebt sich, dass der 
Wellenschlag erst in unendlicher Tiefe erlischt, dass derselbe 
jedoch in den oberen Tiefen rascher, als in den unteren abnimmt. 

Da dieses Resultat für den vorliegenden Zweck genügt; so lasse ich 
weitere Versuche zur Integration der vorstehenden Differentialgleichung 
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auf sich beruhen, kann mir jedoch nicht versagen, auf ein direktes Ver- 
fahren zur Herstellung des Integrals jeder beliebigen Differentialgleichung 
erster Ordnung in einer unendlichen Beihe, aber ohne Bestimmung 
von Koeffizienten hinzuweisen , indem die Koeffizientenbestimmung 
nach dem gewöhnlichen Verfahren, wie man an vorstehendem Beispiele 
ersieht, unter Umständen die Behandlung von lauter unendlichen Gleichungen 
erfordert, also in solchen Fällen unausführbar wird, und auch die auf den 
Mac-Laurinschen Satz gestützte Formel 

fix) dx - Cmst + /(O) . X + -^'-^ 35» + j^Ä x^ ^ ... 

nicht anwendbar ist, wenn, wie hier /(O) = /'(O) = /" (0) = ... 
=r OD wird. 

Im ersten Theile meiner Naturgesetze §. 24 , S. 44 habe ich , wenn 
u einen vollständigen oder totalen Differentialquotienten ersten Grades 
und te,, 1*2» ^8» • • • ^^® vollständigen Differentialquotienten des zweiten, 
dritten, vierten ü. s. w. Grades derselben Variabelen darstellen, folgende 
Gleichung entwickelt 

udx = c + XU ^ x^u, +23 a^^Wa — 2~3"4^***v+ • • • 

Diese Gleichung, welche von den Werthen von /(O), /* (0) /" (0) 
u. s. w. unabhängig ist, gilt aucH dann noch, wenn der Differentialquotient 
u die beiden Variabelen x und y enthält. Die höheren Differential - 
quotienten bilden sich aus den unteren nach bekannten Regeln. 

Wenn u\ den ersten partiellen Differentialquotienten der Grösse 

tl nach X und u'\ den nach y bezeichnet, wenn also u', = tt- und u'\ 

^ ex 

= ^ — ist; so erhält man für den totalen Differentialquotienten w, = 

t*'i + w", w = ö + ö ^r- durch Substitutionen des gegebenen Werthes 
' ' ex y ex 

d y , , 

von u = ir— eine Funktion, welche nur x und «/, aber keine Differentiale 
, ex 

enthält. Auf dieselbe Weise ergeben sich alle höheren totalen Quotienten 

U2 -= u'\ + u'\ w, Wjj = u\^ + u"^ u etc. und, wenn man will, kann 

man in der vorstehenden Formel die totalen Differentialquotienten in 

partielle zerlegen. 

Da die gegebene Differentialgleichung udx = dy ist, also fudx 

= fdy-=^y-\-c* sein muss; so hat man zwischen x und y die 

Beziehung 

— y -\- XU — j^ x^ u, ■{- 2-^3 ^^ «*2 — 2^3":! ^^'^^ +...=*: 

worin fc = c' — c eine Konstante ist. 

In dem uns vorliegenden Falle ist, indem wir y als die unabhängige 
und / als die abhängige Variabele ansehen, 

11* 
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f^y 'TZ — sy 
Hieraus ergiebt sich 

_ s^ — 2syz + y'^z^ , {2sz — yz^ ~ s) (s — y^^) 

^ " y'^iyz — sy yiyz — sy 

u. s. w. überhaupt stellen sich die Werthe der höheren partiellen und 
totalen Diiferentialquotienten als Summen von Gliedern dar, deren Nenner 
den Faktor y und «/jgf — s in immer höher steigenden Potenzen enthält. 
Eine Substitution aller dieser Werthe in die Formel 

— 8 ■}- yu Y ^^^^ ^" 2 3 ^^^^ — . . . = ife 

ergiebt die zwischen y und z bestehende allgemeine Beziehung, nachdem 
der Werth der Konstanten h bestimmt worden ist. Zu diesem Zwecke 

h 

tu r 

hat man die zusammengehörigen Werthe y = r, h = 0, also ß z= e 

1 2r s 

= 1 und daher w = — - -, M, = ir^ — ^ u. s. w. zu berück - 

r ' r^ (s — r) 

sichtigen, welche 

Ä = - -f + -2" -^^ + 2^ »•'«, - etc. 
ergeben. Setzt man nach Substitution dieses Werthes von k in die 

H 

allgemeine Gleichung y — 0, h -- 11, also ^ — e ; so ergiebt sich 

^5 1 r 1 3 , X 

e = ^, o :: :. — tt^ »" w« -f etc. 



H 

s 



Dieser Ausdruck wird, da e nicht negativ sein kann, im Allgemeinen 
einen positiv unendlichen Werth annehmen , sodass die Flüssigkeit in un- 
endlicher Tiefe H zur Ruhe kömmt, ein Resultat, welches durch die 
Methode der Bestimmung der Koeffizienten einer unendlichen Reihe nicht 
mit Sicherheit gewonnen werden konnte. 

50. Wellenbewegung in Gewässern von endlicher Tiefe. 

Wenn das wellenschlagende Gewässer nicht unendlich tief ist, kann sich 

der vorstehend beschriebene Ruhezustand nicht einstellen, und es maclit 

sjch nun der Gleitungswiderstand, welchen die Flüssigkeit am Boden 

erleidet, als eine hemmende Kraft geltend, welche bei den bisherigen 

Untersuchungen nicht in Betracht kam. Diese Kraft äussert zwei Wirkungen : 

einmal verzögert sie die Geschwindigkeit v' der Wassertheilchen in 

ihrer Kreisbahn und vermindert dadurch den Durchmesser r' dieser Bahn, 

m 2 Tir' 2 jrr 

sodass die Umlaufszeit T' , - und die Fortpflanznngsgo- 
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seh windigkeit A — hierdurch in dem Maasse geändert wird, als das 

Verhältniss von r zu v sich ändert. 

Die zweite Wirkung der Adhäsion des Bodens betrifft die Änderung 
der Form der Bahn aller Wassertheilchen. Mit einem adhärirenden Boden 
ist die Kreisbahn unvereinbar, dieselbe verwandelt sich in eine ellip- 
soidische Kurve mit horizontaler grosser Axe, welche sich umso- 
mehr abplattet, je geringer die Wassertiefe ist. Indem ich die weitere 
Verfolgung dieses Gegenstandes Anderen überlasse, bemerke ich nur noch, 
dass die beiden vorstehenden Wirkungen eine Änderung der Form der 
Welle und ihrer Fortpflanzungsgeschwindigkeit dergestalt zur Folge haben, 
dass sich gleich hohe Wellen in tieferem Wasser schneller, als in 
seichterem fortpflanzen. * Bei hinreichend flachem Wasser wird die Hemmung 
der flüssigen Elemente auf der Sohle so stark, dass die Bahn derselben 
keine zusammenlaufende Kurve bilden kann; das Hintertheil der Welle 
schiesst alsdann über das Vordertheil hinweg, es bildet sich die Sturz- 
welle. Derselbe Effekt, welchen die Hemmung des Bodens im flachen 
Wasser (in der Brandung am Meeresstrande oder über einer Sandbank) 
hervorbringt, kann auch durch den in der Bichtung der Wellenbewegung 
wehenden Wind erzeugt werden, indem derselbe die oberen Wassertheilchen 
beschleunigt: unter dem Einflüsse des Windes können sich daher auch 
auf hohem Meere Sturzwellen bilden. 

Starke Adhäsion der Flüssigkeit dehnt die Bahn der Elemente im 
Allgemeinen in vertikaler Richtung aus und verwandelt , wenn die 
Flüssigkeit in den Zustand der Starrheit übergeht , die Wellen in S e i 1 - 
wellen. 

51. Die Entstehung und Erlöschung der Wellen. Die gewöhn- 
liche Ursache einer Wellenbewegung ist ein Stoss, welcher durch einen 
fallenden Körper, oder durch den Wind von oben nach unten auf die 
Flüssigkeit ausgeübt wird, welcher aber auch durch Seethiere und in 
anderer Weise von unten nach oben ausgeübt werden kann. Wenn ein 
solcher Stoss in hinreichend tiefem Wasser die Theilchen in eine kreis- 
förmige Bewegung vom Radius r mit der Geschwindigkeit t?, also mit der 

O ^ Af* 

Umlaufszeit T - versetzt ; so entsteht die in den vorhergehenden 

V 

Nummern genau bestimmte Wellenbewegung, gleichviel, welche 
physikalische Beschaffenheit die Flüssigkeit hat; denn 
unsere Formeln sind von dieser Beschaffenheit ganz unabhängig. Wasser, 
Quecksilber, Leim können dieselben Wellen erzeugen. Bei geringer Tiefe 
der Flüssigkeit beeinflusst der Gleitungswiderstand des Bodens die Wellen- 
bewegung, und da dieser Widerstand von der Beschaffenheit der Flüssig- 
keit abhängt, äussert diese selbstverständlich einen Einfluss auf die Form 
der Wellen. 

In der Wellenbewegung stellt sich hiernach die dem erregenden Stosse 
entsprechende Summe von lebendiger Kraft dar. Das spezifische Gewicht, 
die Wassertiefe und die Adhäsion der flüssigen Masse bedingen daher die 
Erscheinung, insbesondere die Höhe, Breite und Geschwindigkeit der 
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Wellen. Da diese lebendige Kraft einen endlichen Werth hat; so ist es 
unmöglich, dass ein Stoss eine unendliche Reihe gleicher Wellen hervor- 
bringen kann: die durch einen Stoss erzeugten Wellen müssen sich daher 
bei ihrer Fortpflanzung allmählich erniedrigen; eine weitere Analyse wird 
aber ergeben, dass dieselben, indem sie nahezu ihre ursprüngliche ümlaufs- 
zeit T beibehalten, erst in unendlicher Entfernung erlöschen, sodass dann 
r — und t; — wird. 

Ringförmige Wellen werden sich rascher erniedrigen, als zweiseitige, 
theils weil sie eine grössere Wassermasse in Bewegung setzen, als letztere, 
theils weil in einer unpressbaren Flüssigkeit das Volum des über das ur- 
sprüngliche Niveau erhobenen Wassers dem Volum des unter diesem Niveau 
verdrängten Wassers stets gleich bleiben muss. 

Die nothwendige Gleichheit des Volums des erhobenen und des ver- 
drängten Wassers lehrt auch, dass die Höhe r der durch einen gegebenen 
Stoss in einem Gewässer von gegebener Tiefe zu erzeugenden Welle ein 
von dieser Tiefe abhängiges Maximum hat, da zu höheren Wellen- 
bergen die Wellenthäler nicht die erforderliche Wassermenge zu liefern 
vermöchten. 

Schliesslich ist zu beachten, dass der Gleitungswiderstand des Wassers 
allmählich die ganze , von dem erregenden Stosse ertheilte Arbeit ver- 
nichtet, also die gesammte Wellenbewegung endlich zum Verschwinden 
bringt. Nur fortgesetzte Stösse können eine Wellenbewegung, deren 
Radius r sowohl mit der Tiefe , als auch mit der Entfernung gesetzlich 
abnimmt, in einem konstanten Zustande erhalten. 

52. Yergleichung unserer Theorie mit der Erfahrung. In dem 

Werke „Wellenlehre, auf Experimente gegründet" haben die Gebrüder 
Ernst Heinrich Weber und Wilhelm Weber die sehr wichtigen Resul- 
tate der sorgfältigen Beobachtungen niedergelegt, welche sie über die 
Wellenbewegung von Flüssigkeiten angestellt haben. Ich glaube, dass die 
in Nr. 43 bis 51 entwickelten Formeln in Beziehung auf Höhe, Breite, 
Form und Geschwindigkeit der Wellen, sowie auf die elementare Bewegung 
der Wellenmasse in der Tiefe mit jenen Beobachtungen übereinstimmen. 
Die Webersche Figur 28, welche in §. 109 jenes Werkes näher be- 
schrieben ist, stellt zwar nur die momentane Bewegung der Theilchen in 
ihren Kreisbahnen dar , bestätigt aber unverkennbar unsere , auf die Be- 
wegung in Stromfäden gestützte Fig. 26. 

Die Verfasser des letzteren Werkes haben sich auf die Beschreibung 
ihrer Experimente und auf die Vergleichung derselben mit den bekannten 
Wellentheorien von Newton, Gravesande, d'Alembert, Laplace, 
Lagrange, Flaugergues, Gerstner, Brandes, La Condraye, 
Bremontier, Poisson, Cauchy und B i d o n e beschränkt. Sie 
haben gezeigt , dass alle diese Theorien , von welchen die von Poisson 
sich den Erfahrungen noch am besten anschliesst, den Bobachtungen nicht 
entsprechen. Eine eigene, auf mechanische Prinzipien gegründete Theorie 
haben sie nicht gegeben und, da mir neue Wellentheorien nicht bekannt 
geworden sind, so nehme ich an, dass meine obigen Entwicklungen die ersten 
Anfänge einer rationellen Wellentheorie enthalten. Mir scheint, dass alle 
Versuche, welche nicht von der Grundanschauung des Stromfadens 
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(Nr. 43, 47, 48) getragen sind, sich in unfruchtbaren Hypothesen er- 
schöpfen müssen, dass aber die weitere Entwicklung jener Grundlage aller 
Bewegung von Flüssigkeiten unter Berücksichtigung des Gleitungswider- 
standes an den flüssigen Elementen und an dem starren Boden alle Fragen 
über die Wellenbewegung lösen wird. 

53. Erklärung einiger Erscheinungen durch die obige Theorie« 

Der Kreislauf der in der Oberfläche einer Flüssigkeit liegenden Theilchen, 
wobei jedes Theilchen momentan eine andere« Stelle in der Kreisbahn ein- 
nimmt, erklärt in bekannter Weise den nur scheinbaren Lauf der Wellen, 
welcher in Wahrheit nur ein Aufsteigen und Niedersinken der Theilchen 
mit kleinen Seitelibewegungen ist; derselbe erklärt also auch, dass der 
Schwimmer am Meeresufer trotz der Wellenbewegung sich immer leicht 
auf der Oberfläche erhält, dass er aber abwechselnd sich vorgeschoben 
und zurückgerissen fühlt, sowie dass bei der Fluth, wo das offene Meer 
höher steht, als der Strand, wo also ein gegen das Ufer hin Schwimmender 
bergab schwimmt, der Zug gegen das Ufer, bei der Ebbe dagegen, 
wo das offene Meer tiefer steht , der gegen das Ufer hin Schwimmende ' 
also bergan schwimmt, der Zug ins Meer stärker ist und lähmender 
wirkt. 

Diese Kreißbewegung erklärt jedoch nicht die Vorgänge unter der 
Oberfläche. Die letzteren werden erst durch die Bewegung in den Strom- 
fäden verständlich. Aus §. 43 geht hervor, dass im Innern einer Wellen- 
masse unter dem Wellenberge stets eine strömende Bewegung von links 
nach rechts, unter dem Wellenthaie dagegen von rechts nach links statt- 
findet. Diese Bewegung wechselt periodisch, es findet also in jedem Punkte 
einer Wellenmasse und auch auf dem Boden des Gewässers abwechselnd 
Strömung nach rechts und dann nach links statt. Der Wellenschlag be- 
wirkt daher selbst in einem sonst ruhig stehenden See ein Hin- und Her- 
schieben der auf dem Boden liegenden Körper und in Folge dessen die 
allmähliche Abrundung derselben zu Geschieben. 

Allerdings rundet auch die fliessende Bewegung die auf der Sohle 
gerollten Körper ab, sie bildet aber vorzugsweise walzenförmige und in 
Folge wiederholter Drehungen kugelige Gerolle, die Wellenbewegung da- 
gegen vorzugsweise abgeplattete Geschiebe. Grosse Anhäufungen der 
Ersteren lassen daher auf langes Rollen in fliessendem Wasser, grosse 
Anhäufungen der Letzteren hingegen auf langes Hin- und Herschieben 
durch Wellenschlag schliessen. Im Erdenleben wirken natürlich diese 
beiden Ursachen gemeinschaftlich und ergänzen sich zur Erzeugung und 
Forttragung grosser Geröllmassen und grosser Geröllkörper. Wenn man 
sich vorstellt, Skandinavien habe sich entweder langsam aus dem Meere 
erhoben, oder es habe sich durch unterirdische Stosskräfte periodisch ruck- 
weise erhoben; so konnten sich von dort aus erratische Blöcke und Ge- 
röllmassen nach allen Seiten vermöge der fliessenden Bewegung verbreiten 
und im Rollen sich mehr oder weniger abrunden: erscheint jedoch der 
Weg von Skandinavien bis zu den jetzigen Lagerstellen zu kurz , um die 
Abrundungen hervorzubringen ; so kann man sich vorstellen , dass der 
Wellenschlag in millionen Jahren ohne Fortrückung der Gerolle den 
Effekt vervollständigen konnte. Eine Zuhülfenahme von Gletschern, 
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welche die Gerolle hunderte von Meilen weit getragen «und in ihren 
Mühlen abgerundet haben sollen, erscheint mir, da die GeröUe vor den 
hemmenden Gebirgszügen oft hohe Berge bilden, die allem Anscheine nach 
nur durch starke Wasserfluthen angetrieben sein können, .als eine unnöthige 
und höchst unwahrscheinliche Hypothese. 



Wir verlassen jetzt das Gebiet der Flüssigkeiten , um nach einem 
Ausfluge auf das Gebiet der Stabsysteme nochmals dahin zurück- 
zukehren. 



Das Prinzip des kleinsten Widerstandes. 

54. Unbestimmte statische Systeme. Die theoretische Mechanik 
lehrt uns statische Systeme kennen, bei welchen gegebene Kräfte, die 
auf einen gegebenen Körper angebracht sind, auf unendlich verschiedene 
Weise durch Widerstände, die der Körper in gegebenen Stützpunkten er- 
leidet, im Gleichgewichte erhalten werden können, bei welchen also die 
Widerstände unbestimmt bleiben. So ist z. B. nicht anzugeben, in 
welcher Weise der Druck einer belasteten starren Linie oder einer be- 
lasteten starren Fläche sich auf die Unterstützungspunkte vertheilt, wenn 
die Linie in mehr als zwei Punkten oder die Ebene iii mehr als drei 
Punkten unterstützt ist. Diese Unbestimmtheit beruht auf der Voraus- 
setzung der absoluten Starrheit der belasteten Körper; sie hat also keine 
Bedeutung für die Wirklichkeit, da es keine absolut starren , sondern nur 
pressbare, resp. elastische Körper giebt. Für elastische Körper ver- 
schwindet jene Unbestimmtheit und es ergiebt sich eine ganz bestimmte 
Druckvertheil ung. 

Ausser diesen Systemen , bei welchen die Unbestimmtheit aus einer 
ideellen Beschaifenheit entspringt, kommen aber auch Systeme vor, vsro 
sie auf der wirklichen Form oder Verbindungsweise der 
Glieder beruht. Hierzu gehören namentlich diejenigen Systeme , deren 
Glieder nicht in Punkten, sondern in Linien oder Flächen, allgemein 
Fugen genannt , zusammenstossen , indem alsdann die Resultante der 
zwischen zwei benachbarten Gliedern herrschenden Pressung durch jeden 
beliebigen Punkt der Fuge gehen kann, also einen variabelen Angriffs- 
punkt hat. Diese Gleichgewichtssysteme würden auch in Wirklichkeit 
unbestimmt sein, wenn sich keine besondere Bedingung fände, welche die 
Unbestimmtheit beseitigte. Ein Hauptvertreter dieser Systeme ist der aus 
keilförmigen Steinen zusammengesetzte, mit den Anfängen gegen feste 
Widerlager sich stützende Gewölbbogen. Mögen die Wölbsteine absolut 
starr , oder pressbar sein , immer kann ein solcher. Bogen durch Wider- 
stände von unendlich verschiedener Stärke im Gleichgewichte erhalten 
werden, sein Horizontalschub, welcher sich gegen die Widerlager 
und in der Scheitelfuge zwischen den obersten Wölbsteinen oder, wenn 
keine Scheitelfuge, sondern ein Schlussstein vorhanden ist, von beiden 
Seiten gegen den Schlussstein äussert, erscheint als eine unbestimmte 
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Grösse. Diese Unbestimmtheit ist jedoch obenfaHs nur eine theoretische, 
in der Wirklichkeit besteht sie nicht; ein lediglich der Wirkung der 
Schwere überlassener und im Gleichgewichte befindlicher Gewölbbogen 
wird einen ganz bestimmten Schub auf seine Widerlager ausüben und 
dieser Schub wird einem mechanischen Gesetze entsprechen , welches aus 
dem nachfolgenden generellen Prinzipe entspringt. 

55. Das Prinzip des kleinsten Widerstandes. Wir verstehen 
unter dem Widerlager einen festen Körper , gegen welchen sich ein 
mit bestimmten Kräften gegebenes System stützt, sodass dieses System 
mit den Widerständen, welche das Widerlager in den Stützpunkten 
dem gegebenen Systeme entgegensetzt, im Gleichgewichte erhalten wird. 
Wenn wir zunächst ein durchaus passives Widerlager voraussetzen, 
welches nicht selbstständig Druck erzeugt, sondern nur Druck durch das 
aktive System empfängt; so kann die Reaktion des Widerlagers nicht 
grösser sein, als das aktive System es verlangt, d. h. sein passiver Wider- 
stand kann den aktiven Druck dieses Systems nicht übertreifen. Die An- 
nahme «ines grösseren Widerstandes ist eine Absurdität , da sie dem 
Wesen eines passiven Widerlagers widerspricht ; es fragt sich also, welchen 
Druck ein aktives System , d. h. ein System von gegebenen . Massen mit 
gegebenen aktiven Kräften auf ein passives Widerlager äussern wird. 
Dieses Widerlager wird als absolut fest, d. h. jedes noch so grossen 
Widerstandes fähig, jedoch nicht als absolut starr, sondern in geringem 
Grade pressbar gedacht. Jede Kraft, welche auf einen pressbaren Körper 
angebracht wird, kann ihre Wirkung auf diesen, d. h. die elastische Porm- 
veränderung desselben nur allmählich, d. h. mit sukzessiv anwachsender 
Verstärkung vollziehen (wenn auch die Zeit dieses Vollzuges nochso 
kurz ist). 

Stellen wir uns nun das bei dem Aufstützen des aktiven Systems 
entstehende allmähliche Anwachsen des Widerstandes des Widerlagers vor; 
so liegt es auf der Hand, dass in dem Augenblicke, wo dieser Widerstand 
einen Betrag erreicht, welcher als eine von aussen auf das aktive System 
angebrachte Kraft dieses System im Gleichgewichte zu erhalten vermag, 
kein ferneres Anwachsen des Widerstandes mehr stattfinden kann, weil 
mit der Anbringung jener äusseren Kraft das Gleichgewicht des Systems 
gesichert und damit die Aktivität oder die Bewegungstendenz dieses 
Systems befriedigt oder erloschen ist. Insofern also der Widerstand des 
Widerlagers nicht grösser wird , als zum Gleichgewichte des gestützten 
Systems durchaus erforderlich ist, bildet er ein Minimum unter allen 
denjenigen Widerständen, welche das System ebenfalls im Gleichgewichte 
zu erhalten vermögen, indem sie stärkere Pressungen zwischen den Gliedern 
des Systems hervormfen. Diese evidente Wahrheit ist die Grundlage des 
Prinzipes des kleinsten Widerstandes. 

M s e 1 e y hat die erste Idee über dieses Prinzip in dem Philosophical 
Magazine für Oktober 1833 ausgesprochen und in seinem Werke „The 
mechanical principles of engineering and architecture** , wiederholt. 
Moseley's Darstellung ist jedoch , wie ich in der unter dem Titel der 
„mechanischen Prinzipien der Ingenieurkunst und Architektur" erschienenen 
deutschen Bearbeitung des letzteren Werkes in §. 334, sowie ausführlicher 
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in Crello'ö Journal für die Baukunst Band XXVIII, XXIX und XXX, 
sowie in meiner „Theorie der Gewölbe und Futtermauern etc.** 
in §. 1 bis 4 gezeigt habe, nicht ganz zutre-ffend, ausserdem nicht 
erschöpfend und endlich nicht richtig bewiesen, wesshalb ich , be- 
sonders in dem letzteren Buche, eine sachgemässere Darstellung und Be- 
weisführung versucht habe, welche ich hier nicht einfach zu reproduziren, 
gondern im Interesse der wissenschaftlichen Genauigkeit und* Strenge zu 
vervollständigen und auch zu verallgemeinern wünsche. 

Wir betrachten ein System von losen Körpern, welche sich in ebenen 
Fugen berühren. Die Fugen seien reibungsfähig, zwei benachbarte 
Körper können also Pressungen gegeneinander ausüben ^ deren Resultante 
sich gegen die Normale der Fuge neigt. Dieses Körpersystem stütze sich mit 
Endfugen gegen absolut feste Widerlager. Wenn man will, kann man 
diejenigen Körper, welche in der Bautechnik Widerlager heissen, als letzte 
Glieder des Körpersystems ansehen : alsdann bildet die hinter diesen 
Gliedern liegende Masse die festen Widerlager, indem die gedachten 
letzten Glieder als lose Widerlager erscheinen, unter Umständen kann 
die Festigkeit eines Widerlagers auf die Festigkeit einzelner Punkte 
oder Linien beschränkt sein. Die einzelnen Glieder des Körpersystems, 
welche wir jetzt kurz Wölbsteine nennen, seien mit bestimmten aktiven 
Kräften gegeben. Zu den gegebenen Kräften gehört das Gewicht jedes 
Wölbsteines , ausserdem seine Belastung , welche wir nach Fig. 32 als 
eine auf seinem Kopfe ruhende Masse betrachten, deren Gewicht sich mit 
deiÄ Gewichte des Wölbsteines zu dem durch den gemeinschaftlichen 
Schwerpunkt Ä gehenden Gewichte P zusammensetzt. Ausser dieser ver- 
tikalen Kraft P können noch beliebige andere Fortschrittskräfte und 
Kräftepaare auf den Wölbstein Ä angebracht sein (So kann z. B. 
auf ein loses Widerlager ein gegebener Schub einer Erdmasse wirken). 
Die Bedingung, welche wir an das Körpersystem stellen, besteht darin, 
dass dasselbe mit geschlossenen Fugen im Gleichgewichte sei. 

Alle auf einen Wölbstein angebrachten Kräfte setzen sich zu einer 
Foi-tschrittskraft P von bestimmter Stärke und Richtung und zu einem 
Kräftepaare oder Momente M von bestimmter Stärke und Axenrichtung 
zusammen. Die Kraft P kann in jeden beliebigen Punkt ihrer 
Richtungslinie, die Axe des Kräftepaares M kann, solange kein bestimmter 
Drehpunkt gegeben ist, parallel mit sich selbst an jeden beliebigen Ort 
des Raumes getragen werden. 

Die aus einer Fortschritts- und Drehkraft P, M bestehende Resul- 
tante R eines Wölbsteines A pflanzt sich auf die beiderseitigen Fugen 
dieses Steines fort und bildet in der linken Fuge eine Resultante R^ und 
in der rechten Fuge eine Resultante iJg i^^^ denen jede aus einer 
Fortschritts und einer Drehkraft P, , Jlf, und P^ , M^ bestehen kann). 
Fasst man den Wölbstein A mit beliebig vielen benachbarten Wölbsteinen 
welche ein Bogenstück bilden , als ein System zusammen , dessen gemein- 
schaftliche Resultante sich aus denen der einzelnen Wölbsteine zusammen- 
setzt ; so erzeugen sich in den beiden Grenzfugen des Bogenstückes durch 
Zerlegung der Gesammtresultante in ähnlicher Weise Kräfte wie P, , M^ 
und P.^, M^. Ebendasselbe gilt für einen ganzen Bogen, welcher 
eine zusammenhängende Reihe von Wölbsteinen von einem Widerlager 
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zu einem gegenüber liegenden Widerlager bildet. Das ganze Gewölbe 
kann ein System solcher Wölbsteinreihen , welche sich gegen ebenso viel 
Widerlager oder Widerlagsfugen stützen, sein (Namentlich ist Diess bei dem 
Kuppelgewölbe der Fall, welches sich in radiale Schichten zerlegt). 

Angenommen, P, M seien die Kräfte, mit .welchen eine Widerlags- 
fuge durch die gegebenen Kräfte aller Wölbsteine, die den auf jene 
Fuge sich stützenden Gewölbtheil bilden , in Anspruch genonunen wird. 
Man setze diese Kräfte nach und nach mit den gegebenen Straften des 
ersten, der ersten zwei, der ersten drei, der ersten vier u. s. w. Wölb- 
steine zusammen und bilde daraus die Kräfte, welche sich in der zweiten, 
dritten, vierten, fünften u. s. w. Fuge erzeugen. Sind diese Kräfte in 
jeder Fuge von der BeschafiPenheit , dass sie von der betreifenden Fugen- 
fläche aufgenommen und durch die Festigkeit und die Reibung 
des Gewölbematerials ertragen werden können ; so ist das Gewölbe im 
Gleichgewichte, ohne dass sich Spannungen in demselben er- 
zeugen, welche nicht gegeben wären. Können nicht alle Fugen- 
flächen die fraglichen. Kräfte aufnehmen; so kann das Gleichgewicht des 
Gewölbes nur durch Zusatzkräfte, welche sich zwischen den Wölb- 
steinen erzeugen, erhalten werden. Diese Zusatzkräfte nun werden 
nach dem Prinzipe des kleinsten Widerstandes, welches wir in Nr. 59 be- 
gründen werden, ein noch näher zu bezeichnendes Minimum bilden, 
d. h. sie werden nur so gross werden, als es eben erforderlich ist, um 
die Fugenflächen zur Aufnahme der in den Fugen wirkenden und zum 
Gleichgewichte erforderlichen Kräfte geeignet zu machen. Das Gleichge- 
wicht des Gewölbes wird alsdann gesichert sein, insofern die Festigkeit 
und Reibungsfähigkeit der Wölbsteine jene Kräfte zu ertragen vermag. 

56. Gleichgewichtsbedingungen. Es kömmt zunächst auf die Be- 
zeichnung der Bedingungen an, welchen die auf eine Fuge wirkenden 
Kräfte im Gleichgewichtszustande des Gewölbes nothwendig genügen 
müssen, also der Bedingungen, welche den Schluss der Fuge sichern, mit- 
hin keine Drehung um eine der zwölf Kanten eines keilförmigen Gewölb- 
steines, und keine Verschiebung eines Steines auf einer Fugenfläche, weder 
in gerader Linie noch in drehender Bewegung gestatten. 

Betrachten wir die Wirkung auf die Fuge CE eines Wölbsteines 
(Fig. 33). Wenn alle auf diesen Wölbstein angebrachten und gegen seine 
übrigen Seiten wirkenden Kräfte eine einfache Fortschrittskraft' P 
zur Resultante haben; so muss dieselbe die Fugenfläche CE treifen. 
Thut sie das nicht, wie etwa die Kraft P ' ; so drehet sie den Wölbstein 
um eine seiner Kanten oder Ecken. 

Wenn die Resultante ein K r ä f t e p a a r ist , dessen Axe nicht auf 
der Fuge CE normal steht; so wird der Wölbstein um eine Kante oder 
Ecke gedrehet. Ein Kräftepaar mit normal stehender Axe sucht den 
Wölbstein auf der Fugenfläche CE zu verdrehen, könnte also durch eine 
hinreichend starke Reibung aufgehoben werden: wenn aber die Resultante 
aller Kräfte in diesem Kräftepaare besteht; so ist kein Druck gegen die 
Fugenfläche vorhanden , mithin keine Reibung möglich , das Kräftepaar 
vrürde also den Wölbstein auf der Fugenfläche drehen. Hiemach kann 
die Resultante kein einfaches Kräftepaar sein. 
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Diese Resultante muss vielmehr eine Fortschrittskraft und ein 
Krättepaar sein, welches Letztere auch den Nullwerth haben kann. 
Für ein annullirtes Kräftepaar muss die Fortschrittskraft die Fuge 
schneiden; für ein von null verschiedenes Kräftepaar braucht jene 
Fortschrittskräft nicht nothwendig die Fuge zu schneiden. Zui* Auf- 
findung der Bedingungen für den letzteren allgemeineren Fall zerlege 
man alle auf den Wölbstein wirkenden Kräfte oder auch die beiden 
Kräfte P und M in Komponenten, welche normal auf der Ebene der 
Fuge CE stehen und in dieser Ebene selbst liegen (was immer möglich 
ist, da jede gegen die Ebene CE geneigte Kraft ihren Angriffspunkt in 
dieser Ebene hat, jede zur Ebene CE parallele Kraft p aber durch die 
Einschaltung zweier in derselben Linie wirkenden normalen Kräfte q und — q 
in eine normale und eine schräge Kraft q und p — q verwandelt werden 
kann, welche beide ihren Angriffspunkt in der Ebene der Fuge CE haben). 
Setzt man sodann alle normalen Kräfte für sich und alle in der Ebene 
CE liegenden Kräfte für sich zusammen; so ergiebt sich eine einfache 
normale Fortschrittskraft P, welche nicht gleich null sein, auch sich 
nicht in ein Kräftepaar verwandeln kann, ausserdem ergiebt sich eine in 
der Ebene einwirkende Kraft, welche entweder eine einfache Fortschritts- 
kräft Q oder ein Kräftepaar M ist. Die normale Kraft P muss noth- 
wendig ihren Angriffspunkt Ä in der Fugenfläche CE haben. Ist als- 
dann die in der Ebene von C E wirkende Kraft eine einfache Fortschritts - 
kraft Qf welche im Allgemeinen neben dem Punkte A vorbei geht ; so 
ruft dieselbe eine Tendenz zur Verschiebung des Wölbsteines parallel zur 
Kraft Q und zugleich eine Tendenz zur Drehung des Steines um den 
Punkt Ä hervor. Ist aber die in der Ebene von CE wirkende Kraft 
ein Kräftepaar M; so erweckt dieselbe eine Tendenz zur Drehung des 
Steines um den Punkt A. In beiden Fällen darf die gesammte Ver- 
öchiebungs- und Drehungstendenz nicht grösser sein, als der durch die 
normale Kraft P bedingte Reibungswiderstand. 

Unter der Voraussetzung, dass alle Verschiebungen und Drehungen 
der Wölbsteine auf den Fugenschnitten durch die Reibung verhindert 
werden, verlangt das Gleichgewicht des Gewölbes zuvörderst, dass die 
Angriffspunkte A aller normalen Resultanten P innerhalb des Gewölb- 
bogens liegen. Dieser Bedingung kann in der Regel durch unendlich 
viel verschiedene Zusatzkräfte entsprochen werden, und es werden sich 
nach dem obigen Prinzipe diejenigen verwirklichen, welche ein Minimum 
darstelleil. Zur Beurtheilung dieses Minimums stellen wir folgende 
evidenten Sätze auf. 

Die angebrachten Kräfte sind mit den durch sie bedingten Wider- 
ständen der Widerlager im Gleichgewichte. Die angebrachten und die 
Zusatzkäfte zusammen sind mit den Gesammtwiderständen der Widerlager 
im Gleichgewichte. Folglich sind die Zusatzkräfte mit den Zusatzwider- 
ständen der Widerlager im Gleichgewichte. Die Zusatzwiderstände zweier 
sich berührenden Wölbsteine halten sich miteinander im Gleichgewichte; 
das Nämliche thun auch die Gesammtwiderstände in jeder Fuge. Hiemach 
müssen die Zusatzwiderstände der Widerlager für sich ein 
Gleichgewicht bilden. Ausserdem bilden die Gesammtwiderstände 
der Widerlager mit den angebrachten Kräften ein Gleichgewicht. 
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Die hervorgehobene Bedingung hefert zwei Beziehungen zwischen den 
Zusatz-Fortschrittskräften und den Zusatz-Kräftepaaren der Widerlager. 
Denn es seien -4, , ^g » -^3 • • • ^^ ^^ Betracht kommenden Widerlags- 
fagen, gegen welche sich das Gewölbe stützt. Denken wir uns den 
Angriff der Zusatzkräfte auf irgend eine Fuge A durch die Fortschritts- 
kraft P von beliebiger Stärke, Richtung und Angriffspunkt und durch 
das Kräftepaar M von beliebiger Momentstärke und Axenrichtung dar- 
gestellt ; so müssen die Komponenten P, , Jf , , Pg , J/g , P« > -Mj • . . 
miteinander im Gleichgewichte sein. Setzt man die Fortschrittskräfte 
P^, P^, Pg ... zusammen; so ergiebt sich als Resultante eine Fort- 
schrittskraft P und ein Kräftepaar JY^ Setzt man die Kräftepaare 
M^y M^, M.j^ . . . zusammen; so ergiebt sich als Resultante ein Kräfte- 
paar M. Das Gleichgewicht verlangt also die beiden Beziehungen P = 
md M -}- N =^ 0, welche letztere natürlich voraussetzt, dass die Axen 
von M und N parallel und entgegengesetzt liegen. Setzen sich die 
Kräfte P, , Pg , P3 ... zu einer einfachen Fortschrittskraft P zusammen, 
ist also P ■= und N = 0; so muss auch M = sein. 

Vermöge der Elastizität des Materials werden die Kräfte P,, Pg, Pg . . ., 
sowie auch die Kräftepaare Jlf,, M,^, M^ . . . untereinander in Beziehung 
stehen , sodass Pj , P3 . . . bestimmte Funktionen von P, und ebenso 
Jtf^, M^ . . . bestimmte Funktionen von Jf, sind. Die beiden Grössen 
P, und 3f, dagegen werden im Allgemeinen voneinander unabhängig 
sein.' Wenn nun auch N und ebenso M = — ^ als eine Funktion 
von P oder von P, erscheint ; so können diesem Werthe von M beliebige 
im Gleichgewichte befindliche Kräftepaare M, M'\ M'" ..., wofür 
M -f M" -f M"* -f ... = ist, hinzugefügt, also Jf, -^- M\ 
M^ -f M", M^ + M'" ... an die Stelle von Jf,, M^, Jf 3 . . . gesetzt 
werden. Hiemach wird man mit einem Systeme von Zusatz-Fortschritts- 
kräften P, , Pg , P3 ... ein davon unabhängiges System von Zusatz- 
Kräftepaaren M^, M^, M^ . . . verbinden können, und daraus folgt, dass 
sowohl das erstere, als auch das letztere ein Minimum werden 
muss. Wegen der Abhängigkeit der Kräfte P,, P.^, P3 ... unter sich, 
sowie wegen der Abhängigkeit der Kräftepaare Jff , , Jlf ., , M,^ . . . unter 
sich laufen diese Bedingungen darauf hinaus, dass P, und Jtf, für sich 
ein Minimum sei. 

57, Systeme von schweren Körpern. Sind auf die Wölbsteine 
nur Schwerkräfte angebracht, und wirken dieselben sämmtlich in 
einer vertikalen Ebene auf zwei Widerlagsfugen A^ und A,^ (Fig. 34), 
wie es bei einem von zwei vertikalen Seitenebenen begrenzten Bogen eines 
Tonnengewölbes der Fall ist; so müssen die .Zusatz-Fortschrittskräfte 
P, und Pg in der geraden Linie A^ A^ liegen. Es ist dann P = 
und jV — und es muss Jif = sein. Danach könnten bei A^ und A^ 
zwei entgegengesetzte gleiche Kräfte 7^, und Pg von beliebiger Stärke 
innerhalb der Grenzen, welche das Gleichgewicht des Bogens sichern, 
femer könnten daselbst zwei entgegengesetzte gleiche Kräftepaare M^ und M^ 
zugesetzt werden: das Prinzip des kleinsten Widerstandes verlangt dann, 
dass P, ein Minimum und dass das von P, unabhängige minimale Kräfte- 
paar Jlf, auf null herabsinke. Zerlegt man das Gewicht Q des Bogens 



174 Das Prinzip des kleinsten Widerstandes. 

auf die beiden Punkte ^, und A^ in zwei vertikale Komponenten; so 
bilden die entgegengesetzten Werthe Q, und Qq mit Q das Gleichgewicht 
der angebrachten Kräfte mit den dadurch bedingten Widerständen der 
Widerlager und die Gesammtwiderstände der Widerlager sind die Kräfte 
R^ und ü.j, welche die Resultanten von P, und ^,, bezw. von P^ und Q.^ 
darstellen. Ein Zusatz-Kräftepaar kömmt bei einem solchen Gewölbe nicht 
in Betracht. 

Für den radialen oder meridionalen elementaren Ausschnitt eines 
Kuppelgewölbes gilt das Vorstehende ebenfalls: für die Bestimmung der 
horizontalen Zusatzkräfte kömmt nur noch in Betracht, dass jeder Wölb- 
stein nicht allein ein Glied dieses radialen Ausschnittes, sondern zugleich 
ein Glied eines konzentrischen oder kranzförmigen Bogens ist, und dass 
die Pressungen in den vertikalen Fugen eines solchen Bogens horizontale 
Zusatzkräfte erzeugen, welche mit den ersten zusammenwirken, wie ich es 
in meiner Gewölbetheorie in §. 59 erörtert habe. 



58. Ermittelung des Minimums der Zusatzkräfte. Es kömmt 
jetzt darauf an, das Minimum der Zusatzkräfte zu ermitteln. Zu dem 
Ende kann man damit beginnen, die angebrachten Kräfte des Körper- 
systems auf die Widerlagsfugen JL,, Ä2y A^ ... zu zerlegen. Angenommen, 
Diess gebe als Widerstände die Fortschrittskräfte S,, S^y S^ ... und die 
Kräftepaare T,, T^, T^ ... Fügt man nun an irgend einem Widerlager 
i4| die Widerstände P, , Jlf, hinzu; so kann man von hier aus mittelst der 
äusseren Kräfte S, , T, , P, , Jf, die auf jede Fuge wirkenden Kräfte 
bestimmen und nachsehen, ob diese Kräfte den obigen Gleichgewichts - 
bedingungen entsprechen. Eine Variation der Kräfte P, und M^ nach 
Stärke, Eichtung und Angriffspunkt führt aldann zur Kenntniss des 
gesuchten Minimums. 

Man kann aber auch folgendermaassen verfahren. Jede Fortschritts- 
kraft P mit einem Kräftepaare M ist äquivalent zweien Fortschritts- 
kräften P', Q', (Denn wenn M dem Kräftepaare R, — ü an dem 
Hebelarme a ent6pricht ; so ist die Diagonale eines aus P und R kon- 
struirten Parallelogrammes die Kraft P', während ^' = — R ist. 
Umgekehrt, verwandeln sich zwei Fortschrittskräfte P', Q\ deren Richtungen 
sich nicht schneiden, sofort in eine Fortschrittskraft P und in ein Kräfte- 
paar jB, — JB, wenn man in irgend einem Punkte der Richtungslinie 
von P* zwei entgegengesetzte Kräfte Q' und — Q' anlegt, die Q' aber 
mit P* zu der Fortschrittskraft P zusammensetzt, während die andere 
— Q' mit Q' das Kräftepaar Rf — R bildet). Ist in Fig. 34 A eine 
nach Belieben ausgewählte Fuge ; so ergiebt die Zerlegung der angebrachten 
Kräfte eine bestimmte Pressung U in dieser Fuge, welche nach der eben 
gemachten Bemerkung in zwei Fortschrittskräften dargestellt werden 
kann. Fügt man eine (gleichfalls aus zwei Fortschrittskräften darstellbare) 
Zusatzkraft X hinzu, so bildet die Resultante V von U und X die 
Gesammtpressung gegen die Fuge A auf das Bogenstück A^ A. Ist 
nun Wy die Resultante aller auf dieses Bogenstück angebrachten Kräfte 
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und jB, der Gesammtwiderstand des Widerlagers gegen die Fuge A^; so 
muss zwischen den Kräften V, TTj, JJ, Gleichgewicht Gestehen. 

Zu dieser Bedingung gesellt sich eine zweite, welche ausdrückt, dass 
die der Pressung V entgegengesetzte Kraft — V an dem anderen Bogen- 
stücke A2 A mit den Kräften TFg und R^ im Gleichgewichte sein muss. 
Ausserdem müssen die Zusatzkräfte, welche X in der Fuge A^ und welche 
— X in der Fuge A^ erzeugt, nach Vorstehendem im Gleichgewichte 
sein. Aus diesen drei Bedingungen, welche nach statischen Grundsätzen 
mehrere Gleichungen liefern, bestimmt sich der Werth von X und folglich 
auch der Werth von V nach Grösse, Eichtung und Angriffspunkt seiner 
beiden Komponenten. Ausgehend von der Fuge A mit der Pressung V 
in bestimmtem Anfangspunkte, lassen sich dann die Pressungen auf alle 
folgenden Fugen durch Zusammensetzung mit den auf die folgenden 
Wölbsteine angebrachten Kräften konstruiren. Aus der Lage der Angriffs- 
punkte dieser Pressungen ergiebt sich, ob X unter Festhaltung der 
Angriffspunkte A^ und A.2 in den Widerlagsfugen ein Minimum ist, oder 
nicht, und es lässt sich durch Verrückung des Angriffspunkte A in der 
oberen Fuge das den Widerlagspunkten -4, und A^ entsprechende Minimum 
von V bestimmen. 

Dieses Minimum ist ein relatives, von der Lage der Punkte 
-4, und -^2 abhängiges Minimum von V. Das absolute Minimum 
wird durch Variation der Punkte -4, und A^ in den Widerlagsfugen 
gefunden, womit selbstredend eine Variation der Linie Ay A,^ verbimden 
ist. Was die Wahl der Fuge A betrifft; so ist dieselbe zwar unbeschränkt; 
es empfiehlt sich jedoch für ein Tonnengewölbe mit nur vertikalen 
Belastungen, wenn die Punkte -4, und A^ angenommen sind, sodass sich 
das Gewicht Q des ganzen belasteten Bogens nach statischem Gesetze 
auf die Punkte A^ und A.^ in die beiden vertikalen Komponenten 
§1 und Q^ zerlegt, die Fuge A so zu wählen, dass das Gewicht des 
Bogen theiles -4, A mit seiner Belastung gleich Q^ und das des Bogentheiles 
4j A gleich Q^ ist , weil alsdann die angebrachten Kräfte in der Fuge A 
keinen Druck erzeugen, die Zusatzkraft V in dieser Fuge also parallel 
zu ^, A2 ist. Eine Variation der Punkte -4, und A^ hat alsdann nur 
eine schwache Variation der Bichtung von V zur Folge. 

Sowie die Linie A^ A^ ihre Richtung ändert, ändert auch der 
minimale Zusatz-Spannungswiderstand P, oder P^ oder F seine Richtung: 
das absolute Minimum derselben hat also eine bestimmte Richtung. 
Angenommen, in Fig. 35 sei P, das der Spannungslinie A^ A^ ent- 
sprechende relative Minimum der Zusatz-Fortschrittskraft, P' aber das 
absolute Minimum dieser Kraft, welches der Spannungslinie A' A*' 
entspricht. Ist C = P, und Winkel J., A* — «, also OD = P^ cos «, 
CD = Pi sin «; so kann statt der Spannung P, , welche in der 
Richtung Ay A2 herrscht, auch eine Spannung P, cos a in der Richtung 
A' A** und zugleich eine Spannung P, cos u in der normal darauf 
stehenden Richtung EF substituirt werden. In allen praktischen Fällen, 
wo sämmtliche Fugen sich nach innen neigen, wird nun, wie sich aus 
der mit der Veränderung der Angriffspunkte A^ und A2 verbundenen 
Veränderung der Hebelarme ergiebt, das in der Linie A' A" herrschende 
Minimum P' kleiner als P, cos u sein. 
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59. Begründung des Prinzips des kleinsten Widerstandes« 

Denkt man sich die festen Widerlager durch einen Ball starrer Materie 
ersetzt, in welchen der Gewölbbogen A^ A A^ mit frei beweglichen Wölb- 
steinen eingebettet ist, und nimmt man an, dieser Ball besitze in den 
Richtungen Ä^ A^, A' A" u. s. w. diejenige absolute Festigkeit, welche 
den Minimalspannungen P, , P' u. s. w. entsprechen; so würde, wenn 
sich die Zusatzspannung P, verwirklichte , indem man die Festigkeit des 
Balles in dieser Richtung und in allen zwischen A^ A^ und A' A" 
liegenden Eichtungen aufhöbe, in der Richtung A' A" die Festigkeit 
P, cos u und zugleich in der Richtung EF die Festigkeit P, sin a in 
Anspruch genommen werden. Den letzteren Widerstand mag der Ball 
leisten können, den ersteren aber kann er nicht leisten, weil nach der 
Voraussetzung in der Richtung A' A" nur die Festigkeit P',. welche 
< P, cos a ist , herrscht. Der Ball würde mithin bersten und das 
Gewölbe einstürzen. Dieses Ergebniss ist aber eine widersinnige Folge, 
da der Widerstand P' in der Richtung A' A" sehr wohl im Stande ist, 
den Einsturz des Gewölbes zu verhindern. Hieraus ergiebt sich, dass nur 
das absolute Minimum des Zusatzwiderstandes verwirklicht werden 
wird. 

Der vorstehende Beweis ist erschöpfend, wenn sich der Zusatzwiderstand 
in jeder Widerlagsfuge auf eine Fortschrittskraft P, reduzirt. 
Im Allgemeinen kömmt neben einer solchen Kraft noch ein Kräftepaar 
M in Betracht. Offenbar müssen die in allen Widerlagsfugen erscheinenden 
Zusatz-Kräftepaare ihre Drehungstendenzen gegenseitig vernichten. Für 
die beiden Widerlagsfugen eines Tonnengewölbes müssen also diese 
beiden Kräftepaare (wenn sie überhaupt auftreten, was z. B. bei einem 
Tonnengewölbe mit zylindrischen Seitenflächen geschehen kann) gleiche 
Intensität und parallele Axen mit entgegengesetzten Richtungen haben. 
Zwei solche Kräftepaare erzeugen in einem Körper unverkennbar eine 
ringförmige oder zylindrische Spannung um die gemeinschaftliche 
Axe. Nehmen wir nun an, der vorhin genannte Ball habe um jede Axe 
eine ringförmige Festigkeit, welche dem dieser Axenrichtung angehörigen 
Zusatzmomente ilf entspreche. Ist dann Jf, das Minimalmoment für eine 
Axenrichtung OJB, M' das absolute Minimalmoment für die Axenrichtung 
B* ; so kann ersteres Moment in zwei andere Jf, cos j5 und M^ sin ß 
zerlegt werden , wovon ilf , cos ß die Axenrichtung JB* hat, während 
die Axe von Jlf, sin ß darauf normal steht. Ist nun das absolute 
Minimum M' <C Jlf, cos ß; so schliessen wir wie vorhin, dass der 
* dadurch bedingte Einsturz des Gewölbes eine Absurdität ist, dass mithin 
nicht das relative Minimum itf, , sondern nur das absolute Minimum M' 
verwirklicht werden kann. 

Aus Vorstehendem ergiebt sich, dass sich das absolute Minimum 
P' der zusätzlichen Fortschrittskraft und das absolute 
Min im um des zusätzlichen Kräftepaares M' realisiren wird. 

60. Die Drucklinie. Das Verfahren, welches zur Kenntniss des 
absoluten Minimums der Fortschrittskraft P' eines nur vertikal belasteten 
Bogens führt, habe ich in meiner Gewölbetheorie hinlänglich erläutert. 
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Es eignet sieb dazu die sogenannte Drucklinie, unter welcher ich die 
Linie verstehe, welche die in den Fugenflächen liegenden Angriffspunkte 
der Pressungen zwischen je zwei Wölbsteinen miteinander verbindet. Diese 
Drucklinie ist durchaus nicht die sogenannte Stützlinie, weiche manche 
Schriftsteller irrthümlicberweise ihrer Gewölbetheorie zu Grunde gelegt 
haben. 

Wenn in Figur 36 P der Druck auf den ersten Wölbstein und Q 
das Gewicht desselben mit seiner Belastung ist ; so ist der Durchschnitts- 
punkt bt* dieser beiden Kräfte ein Punkt der Stützlinie. Ist P, die 
durch h^ gehende Eesultante von P und , Q , welche die untere Fuge des 
ersten Wölbsteines in a, trifft; so ist a, ein Punkt der Drucklinie. 
Die Drucklinie a a, a^ a^ ist daher ein Polygon, dessen Ecken in den 
Seiten der polygonalen Sttitzlinie b b, ig ^3 <>der in deren Verlängerungen 
liegen , und die Stützlinie ist die von mir in §. 40 der Gewölbetheorie 
aufgeführte Richtungslinie des Druckes. Für unendlich schmale Wölb- 
steine wird sowohl die Drucklinie, als auch die Stützlinie eine Kurve. 
Die erstere enthält die Angriffspunkte der Pressungen, und die Richtung 
einer solchen durch den Punkt a, gehenden Pressung P, ist die von a, 
an die ßichtungs- oder Stützlinie gezogene Tangente a, 6, ig* Wenn 
alle Pressungen P, P, , Pj die Gewichtslinien Q, ^, , (j^ innerhalb des 
ersten, zweiten, dritten Wölbsteines schneiden, fallen die Ecken der Druck- 
linie in die Seiten der Stützlinie (nicht in deren Verlängerungen). Für 
diesen Fall würde bei unendlich dünnen Wölbsteinen die Drucklinie mit 
der Stützlinie zusammenfallen: derselbe ist jedoch im Allgemeinen und 
auf die ganze Erstreckung eines Bogens unmöglich. 

Das Gleichgewicht des Bogens verlangt, dass die Drucklinie überall 
zwischen den beiden Bogenlinien liege. Das Minimiun des Schubes 
parallel zur Spannungslinie Ai A^ in Fig. 35 entspricht bei gewöhnlichen 
Bogenformen derjenigen Drucklinie, welche die äussere Bogenlinie in den 
oberen und die innere in den unteren Punkten berührt, bezw. trifft. Das 
Maximum des Schubes entspricht derjenigen Drucklinie, welche die innere 
Bogenlinie in den oberen und die äussere in den unteren Punkten berührt, 
bezw.' trifft. 

Übrigens ist unter einem Minimum und Maximum der Zusatzkräfte 
nicht ein analytisches Minimum oder Maximum unbedingt, sondern der 
kleinst- und grösstmögliche Werth zu verstehen. 

Handelt es sich um ein Gewölbe, welches auch Kräftepaare erzeugt; 
so müssen, wenn man jede Pressung zwischen zwei Fugen in einen auf der 
Fuge normal stehenden Druck und eine Drehkraft mit normaler Axe 
(welche in der Ebene der Fuge Reibung erzeugt) zerlegt, was nach dem 
Obigen stets möglich ist , die normalen Pressungen eine ganz in der 
Gewölbstärke liegende Drucklinie bilden und die Drehkräfte dürfen in 
keiner Fuge den Reibungswiderstand überschreiten. Ob indessen diese 
Drucklinie bei dem wirklichen Gleichgewichte die innere imd äussere 
Bogenlinie berühren werde, lasse ich dahin gestellt sein: die Bedingungen 
für die wirkliche Kraftvertheilung bleiben die vorhin aufgestellten, welche 
das Minimum P' und M' fordern. 

Soheffler, Hydranlilc. 12 
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60 a. Druck auf eine Kante. Die Berührung einer Bogenlinie durch 
die Drucklinie scheint auf den ersten Blick nicht möglich zu sein, weil 
ein durch die Kante eines Wölbsteines gehender Druck sich nicht nach 
dem Gesetze des Hebels in Komponenten , welche diesem Drucke parallel 
sind, über den Fugenschnitt vertheilen lässt, also das Material an der 
Kante immer einen übermässigen Druck auf die Flächeneinheit empfangen 
würde : es scheint also, dass die Mittellinie des Druckes sich einer Bogen- 
linie nur bis auf ein gewisses, von der Festigkeit des Materials abhängiges 
Maass nähern könne. Diese Ansicht, welcher ich in §. 18 meiner Ge- 
wölbetheorie nicht unbedingt widersprochen habe, ohne jedoch eine er- 
hebliche Zurückweichung des Druckes von der Kante eines aus sehr 
hartem Materiale bestehenden Wölbsteines zuzugeben, möchte ich jetzt 
durch die nachfolgende Betrachtung berichtigen. 

Angenommen , auf den Stein AB D G (Fig. 37) wirken die beiden 
entgegengesetzten normalen Kräfte P in der Linie A B. Zerlegt man 
den Stein in mehrere sehr dünne zur Kopffläche A B parallele Schichten 
und nimmt an, dass die erste Schicht A B By A^ auf das Volum ah de, 
die zweite auf das Volum a^byd^Cyy die dritte auf das Volum a^ \ d^ c^ 
u. s. w. zusammengedrückt werde und hierdurch die durch ihren Schwer- 
punkt gehende zu P parallele Spannung g, g, , q^ u. s. w. , ausserdem 
wegen der Kohäsion mit der Nachbarschicht eine mit P parallele, 
in ihrer unteren Kopf fläche liegende Spannung p, , p^^ p.^ u. s. w. 
erzeuge. Auf die erste Schicht wirken links die Kräfte P, — q , — p, 
und rechts — P, q, Px i und man hat p, -\- q z= p. Dieselben bilden 
zwei entgegengesetzt wirkende gleiche Kräftepaare , sie halten sich also 
an der ersten Schicht im Gleichgewichte. Auf die zweite Schicht wirken 
die beiden im Gleichgewichte befindlichen Kräftepaare j?,, — g,, — p,^ 
und — p,, g,, ^2» wofür man P2 + Ö'i ~ l^i ^^*- Für die dritte Schicht 
hat man p^ + ^2 — i^2 • ^^^ wenn Diess die letzte Schicht ist , muss 
j9^ = sein. Eine Addition dieser Gleichungen giebt q -\- q^ + 5» 
4- . . . = P. Hieraus geht hervor , dass sich die gegen die Kante Ä 
wirkende Kraft P dadurch, dass im Innern des Steines vermöge der 
Kohäsion Kräftepaare entstehen, über die Fuge A C vertheilt. 
Eine ^erdrückung des Steines wird nur dann stattfinden, wenn wegen un- 
genügender rückwirkender Festigkeit der Schicht ah de dem Drucke q 
oder wenn wegen ungenügender Abscherungsfestigkeit die beiden Schichten 
ah de und a, 6, d, c, der Abscherungskraft jp, nicht widerstehen können. 

Die Erfüllung der obigen Bedingungen hinsichtlich der Lage der 
Drucklinie sichert das Gleichgewicht des Bogens gegen die Drehung 
der Wölbsteine um Kanten. Das Gleichgewicht gegen die Gleitung der 
Wölbsteine auf den Fugen erfordert die Erfüllung der dafür ebenfalls be- 
zeichneten Bedingungen, welche darauf hinauslaufen, dass bei gewöhnlichen 
Gewölbeformen die Richtung des Druckes in keiner Fuge ausserhalb des 
Reibungswinkels fällt. 

« 

60 b. Glatte Fugen. Da bei einer gegebenen Bogenform mit ge- 
gebenen Fugenschnitten im Allgemeinen nicht alle Pressungen normal auf 
den Fugen stehen können; so erfordert das Gleichgewicht nothwendig 
reibungsfähige Fugenflächen. In einem Gewölbe mit absolut glatten 
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oder ungenügend rauhen Fugen werden entweder obere Steine über untere 
oder es werden untere Steine vor oberen hinaus geschoben. Wenn die 
Punkte einer umgekehrten Kettenlinie die Schwerpunkte unendlich dünner 
Wölbsteine sind, deren Fugen auf der Kettenlinie normal stehen ; so würde, 
weil die Kettenlinie Mittellinie und Eichtungslinie des Druckes 
zugleich ist, ein danach gebildetes Gewölbe selbst mit glatten Fugen im 
Gleichgewichte sein können , falls der Horizontalschub in der Scheitelfuge 
durch den Schwerpunkt derselben ginge. In der Wirklichkeit geht der 
Schub aber durch die höchste Kante der Scheitelfuge, 'das fragliche Ge- 
wölbe könnte also nicht im Gleichgewichte sein. Übrigens lässt sich wohl 
ein im labilen Gleichgewichte befindliches Gewölbe aus glatten Steinen, 
in welchem die Drucklim'e die äussere und innere Bogenlinie berührt, kon- 
struiren, wenn man für die gegebene Bogenform den Fugenschnitten an- 
gemessene Neigungen giebt. 

61. Bewegliche Widerlager. Wir haben bislang die Widerlager 
des Gewölbes als fest vorausgesetzt. Nimmt man dieselben als beweglich 
an ; so bilden sie , wie schon früher erwähnt , die letzten Glieder des 
Körpersystems, welches sich nun gegen einen äusseren Widerlagskörper 
stützt. Hinsichtlich der Widerstandsfähigkeit des Letzteren kann man 
verschiedene Voraussetzungen machen. Wird derselbe als ein Körper von 
jeder vertikalen Widerstandsfähigkeit, jedoch mit reibungsfähigen horizon- 
talen Stützflächen gedacht; so hat man die Bedingungen für das Gleich- 
gewicht des Gewölbes gegen die Gleitung auf den Grundflächen. Setzt 
man einen vertikal widerstandsfähigen Körper voraus, auf welchem die 
äussersten Ecken der beweglichen Widerlager festgehalten werden ; so sind 
die Bedingungen für das Gleichgewicht des Gewölbes gegen die Drehung 
der Widerlager gegeben. Wenn man auf die Widerlager und die Wölb- 
steine den Schub hintergelagerter Erdmassen anbringt ; so erfüllt man 
die Bedingungen , welchen die meisten Brückengewölbe nach ihrer Voll- 
endung ausgesetzt werden. Es kann sich ereignen , dass durch solche 
horizontalen Schuhe das Maximum, welches die Zusa^zkraft im Gleich- 
gewichtszustande des Gewölbes anzunehmen vermag (und welches bei ge- 
wöhnlichen Bogenformen mit einer einmaligen Berührung der inneren und 
einer zweimaligen Berührung der äusseren Bogenlinie begleitet ist) über- 
schritten wird und demzufolge das Gewölbe einstürzt, indem sein Scheitel 
sich hebt und seine Schenkel nach innen fallen. 

Wenn die Widerlager beweglich sind , schneidet der Druck , welchen 
ein solches Widerlager auf die umgebende feste Masse äussert, entweder 
seine horizontale Grundfläche oder seine vertikale oder schräge Hinter- 
fläche. Handelt es sich nur um zwei Widerlager und einfache Pressungen 
in den Schnittpunkten Ai und A2; so bezeichnet immer A^ A^ die Linie, 
in wfelcher die Zusatzkräfte liegen und ein Minimum bilden müssen. 
Eine hinreichend starke Zugstange in dieser Linie ersetzt den Widerstand 
der äusseren Masse. Sind die Widerlager an sich fest; so ersetzt eine 
Zugstange zwischen den Angrifl^spunkten der Pressungen in den Wider- 
lagsfugen den Widerstand dieser Widerlager. Die letztere Stange würde 
auch für bewegliche Widerlager das Gleichgewicht sichern, wenn die um- 
gebende Masse jedem vertikalen Drucke zu widerstehen vermag. 

12* 
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Das Prinzip des grössten Effektes. 

62. Bewegung bei mangelndem Gleichgewichte. Wenn weder 
die dem Minimum, noch die dem Maximum des Widerstandes entsprechende 
Drucklinie, wenn also keine Drucklinie eines Körpersystemes ganz inner- 
halb desselben liegt; so ist kein Gleichgewicht möglich: das Gewölbe 
stürzt dann in Folge der Drehung gewisser Wölbsteine um ihre Kanten 
zusammen. Liegen gewisse Drucklinien ganz im Innern des Systems, 
verbleiben aber nicht die Eichtungen aller Druckkräfte innerhalb der 
Reibungswinkel; so ist trotz des Gleichgewichtes gegen die Drehung das 
Gleichgewicht gegen die Gleitung nicht möglich, und der Einsturz erfolgt 
in Folge des Gleitens gewisser Wölbsteine auf dep Fugenflächen. Wenn 
beide Mängel stattfinden , ist der Einsturz mit Drehung und Gleitung 
verbunden. 

Im Falle des nicht gesicherten Gleichgewichtes ist der Einsturz immer 
mittelst verschiedener Bewegungen denkbar. So könnte ein halbkreis- 
förmiger Bogen bei hinreichend starker Reibungsfähigkeit nach irgend 
einer der Figuren 38 bis 45 einstürzen , indem im ersten Stadium der 
Bewegung nach Fig. 38 bis 42 der Scheitel sinkt und die Anfänge nach 
aussen getrieben werden, wogegen nach Fig. 43 und 45 die Anfänge nach 
innen fallen und der Scheitel gehoben wird. 

Die Beschaifenheit dieser Anfangs- und jeder nachfolgenden Bewegung 
hängt, wenn man die Form des Stabsystems kennt, in welche sich das 
ganze Körpersystem zerlegt, von den auf die einzelnen Stäbe angebrachten 
Kräften und den zwischen diesen Stäben sich bildenden Pressungen (sowie 
von den bei ungenügendem Reibungswiderstande erfolgenden Verschiebungen 
in den Fugenflächen) ab. Die dynamischen Gesetze sind ausreichend, um 
diese Bewegung und alle dabei auftretenden Pressungen und Widerstände 
zu bestimmen. Man kann hierbei Folgendes beachten. 

Das d'Alembertsche Prinzip ergiebt das System von Kräften, welches 
an jedem einzelnen Wölbsteine und an jeder Reihe von Wölbsteinen im 
Gleichgewichte sein muss. Dieses System bedingt die Pressungen, welche 
sich im Bewegungszustande des Körpersystems zwischen den Wölbsteinen 
äussern. Es würde ganz falsch sein, in einem einstürzenden Gewölbe die 
auf einen Wölbstein angebrachten Kräfte und Pressungen ins Gleichgewicht 
zu setzen: es gehören hierzu vielmehr noch die den wirksamen (die 
wirkliche Bewegung erzeugenden) Kräften entgegengesetzten Kräfte. 
Wenn die Fortschritts-Resultante jener Pressungen zwischen zwei benach- 
barten Wölbsteinen die Fugenfläche trifft; so bleibt diese Fuge geschlossen. 
Ereignet sich Dasselbe für eine Reihe von Wölbsteinen; so bleiben alle 
ihre Fugen geschlossen, können sich aber bei unzulänglicher Reibung auf- 
einander verschieben. Trifft jene Resultante die Fugenfläche nicht ; so ist 
die nach der Seite dieser Resultanten liegende Ecke der Fugenfläche ein 
Drehpunkt, die betreffende Fuge öffnet sich dann auf der anderen Seite 
der Fuge, vielleicht unter gleichzeitiger Verschiebung. Eine in vollem 
Zusammenhange verbleibende Reihe von Wölbsteinen bezeichnen wir hier 
als einen Stab und das ganze Gewölbe bildet nach seiner augenblicklichen 
Zerlegung in Stäbe ein Stabsystem von gegebener Form. Zwischen dieser 
Form und den Pressungen und Widerständen bestehen also mechanische 



Das Prinzip des grössten EfiPektes. 181 

Beziehungen dergestalt, dass eine gegebene Form alle Kräfte und vermöge 
dieser Kräfte die Bewegung jedes Wölbsteines , jedes Stabes und des 
Systems yollständig bestimmt. 

Bleibt hierbei ein unterer Theil des Gewölbes unbeweglich stehen ; 
so kann man denselben mit zum Widerlager rechnen. Der erste Stab am 
Widerlager hat, wenn er sich nicht auf der Widerlagsfuge verschiebt, 
einen festen Drehpunkt. Jeder andere Stab hat in der Regel einen be- 
weglichen Anfangs- und Endpunkt, verwandelt sich aber sofort in einen 
Stab mit unbeweglichem Anfangspunkte , wenn man die entgegengesetzte 
Geschwindigkeit dieses Punktes allen übrigen seiner Punkte hinzufugt 
oder den Stab in seiner relativen Bewegung zu dem Anfangspunkte 
betrachtet. 

Die bei Verschiebungen der Wölbst^ine auftretenden Kräfte oder 
Widerstände, wozu auch die Reibungswiderstände gehören, sind für zwei 
benachbarte Wölbsteine gleich und entgegengesetzt, sie beschleunigen die 
beiden Nachbaren in entgegengesetzten Richtungen oder, was Dasselbe ist, 
sie beschleunigen, wenn Beide sich in derselben Richtung bewegen, den 
Einen und verzögern den Andern. Diese Widerstände und ihre Arbeiten 
heben sich also im Gesammtsysteme auf, mit Ausnahme des Widerstandes 
in der Widerlagsfuge. Denn wenn an die Stelle des einen Wölbsteines 
das Widerlager tritt; so bildet das Gewölbe ohne das Widerlager nur ein 
mit der Widerlagsfuge abgeschlossenes Spezialsystem, während das eigentliche 
Gesammtsystem das Widerlager mit umfasst. In der That, muss der 
Widerstand, welchen das Widerlager gegen den ersten Wölbstein ausübt, 
wenn das Widerlager in Ruhe bleiben soll, durch eine von aussen ange- 
brachte Kraft erzeugt werden. 

Ein Stab macht ' nach Fig. 46 in dem Zeitelemente d t stets eine 
Bewegung, welche sich aus einer Fortschrittsbewegung, in Folge deren 
sein Schwerpunkt a nach c rückt, also den geraden Weg ac = x be- 
schreibt, und aus einer Drehungsbewegung, in Folge deren er um seinen 
Schwerpunkt den Winkel rj beschreibt, zusammensetzt. Die erste Be- 
wegung, wodurch der Stab eine Fortschrittsgeschwindigkeit längs ac er- 
langt, entspricht einer im Schwerpunkte a angreifenden wirksamen 
Fortschrittskraft P, welche eine bestimmte lebendige Fortschrittskraft Ä 
erzeugt ; die zweite Bewegung, wodurch der Stab eine Rotationsgeschwindig- 
keit um den Schwerpunkt erlangt, entspricht einem wirksamen Kräfte- 
paare vom Momente K, welches eine bestimmte lebendige Drehungskraft 
B erzeugt, sodass A = 2 Px und B = 2Ä^i7 ist. 

Der Einfachheit wegen betrachten wir den Übergang dieses Stabes 
aus dem Zustande der Ruhe in den neuen Zustand während des Zeit- 
elementes dt, sodass x und tj unendlich kleine Grössen sind, auch die 
Geschwindigkeit, welche der Schwerpunkt am Ende dieses Zeitelementes 
annimmt, in der Richtung ac liegt, und die Rotationsbewegung um den 
Schwerpunkt c, welche der Stab annimmt, in der Ebene verbleibt, in 
welcher sie anhebt. Alsdann stellt — P eine Fortschrittskraft und — K 
ein Kräftepaar dar, welche, wenn erstere im Schwerpunkte des Stabes 
und letztere irgendwo an dem Stabe angebracht werden, diesen Stab mit 
den übrigen darauf wirkenden Kräften, also mit seinem im Schwerpunkte 
wirkenden Gewichte und den Pressungen der beiden Nachbarstäbe nach 
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dem d'Alembertschen Prinzipe im Gleichgewichte halten müssen. Ist nun 
von den letzteren beiden Pressungen die eine gegeben ; so bestimmt sich 
die andere durch dieses Gleichgewicht nach statischen Gesetzen. Der 
Zusammenhang der Stäbe liefert stets so viel Gleichungen, dass daraus 
auch die letztere Pressung und überhaupt die Bewegung des ganzen 
Systems unzweideutig hervorgeht. 



63. Das Prinzip des kleinsten Zwanges für ein Körpersystem 
von gegebener Form. Die letztere Bestimmung kann auch mittelst des 
Gauss'schen Prinzipes des kleinsten Zwanges geschehen. Gauss 
versteht unter dem Zwange, den das System in jedem Zeittheilchen 
erleidet, die Summe der Produkte aus dem Quadrate der Ablenkung jedes 
Punktes von seiner freien Bewegung in seine Masse. Sind also in Fig. 47 
m , m', m" ... die Massen der materiellen Punkte , a , a\ a" ... ihre 
Plätze zur Zeit t, 6, 6', 6" ... die Plätze, welche sie in der Zeit dt 
in Folge der auf sie wirkenden (darauf angebrachten) Kräfte annehmen 
würden , wenn sie alle vollkommen frei wären , c , c', c" . . . die Plätze, 
welche sie in dieser Zeit dt wirklich einnehmen; so wird nach dem ge- 
dachten Prinzipe der Ausdruck m {b c)'^ -f ^' (b' C)^ -f w*" (b" c")'^ + • • • 
= JS m(bc)^ ein Minimum sein. 

Wie ich in den Erläuterungen des Gauss*schen Prinzipes in Schlömilch's 
Zeitschrift für Mathematik und Physik Band III auf S. 197 ff. angeführt 
habe, ist dasselbe auf Systeme von Körpern mit endlicher Masse , auf 
welche äussere Kräfte in einzelnen Punkten angebracht sind, nicht direkt 
anwendbar, weil eine solche Kraft den materiellen Punkt, auf welchen sie 
unmittelbar angebracht ist, wenn er frei wäre, in eine unendliche Ge- 
schwindigkeit versetzen würde , auch weil sich nicht angeben lässt , wie 
sich eine solche Kraft über die unendlich vielen materiellen Punkte einer 
zusammenhängenden Körpermasse vertheilt. Die Formel für den Zwang 
muss daher noth wendig transformirt werden. Auf S. 201 jener Erläuterungen 
habe ich bereits die Massen w, m', m" .... eliminirt und das Maass des 
Zwanges als die Summe der Produkte der ablenkenden Kräfte 
in deren Beschleunigungen, definirt. Ist also q die Kraft, welche 
die freie Masse m des materiellen Punktes a im Zeitelemente dt von b 
nach c treiben würde ; so ist auch — q(bc) ein Minimum. Hierin ist 
eine Kraft q für jeden Punkt eines bewegten Körpertheiles eine endliche, 
dem Produkte m (h c) proportionale Grösse. 

Wenn p die auf den materiellen Punkt m angebrachte Grösse ist, 
welche ihn in der Zeit d t von a nach b treiben würde, und r die wirksame 
Kraft, welche ihn wirklich von a nach c treibt, also r die Resultante 
von p und q ist, wenn also die Kräfte p und q den materiellen Punkt m 
in dieselbe Bewegung versetzen , wie die Kräfte r ; so werden sie auch 
dieselbe Summe von Arbeit während dieser Bewegung verrichten , wobei 
alle Arbeiten parallel zu drei rechtwinkligen Axen zerlegt und diejenigen 
als positiv gedacht werden , bei welchen sich der Punkt m in direkter 
Richtung der arbeitenden Kraft bewegt. Die Kräfte r (oder auch die 
Kräfte p und q) erzeugen durch ihre Arbeit die lebendige Kraft des Systems. 
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Durch Anbringung der Kräfte — r wird das System in den Zustand des 
Gleichgewichtes gesetzt, die Kräfte p und — r oder deren Eesultanten 
— q sind die verlorenen Kräfte, welche sich nach dem d'AIembert'schen 
Prinzipe an dem Systeme im Gleichgewichte erhalten müssen. 

Im Nachstehenden beabsichtige ich, den Ausdruck 2 m (2> c)^ für die 
einzelnen Glieder eines Stabsystemes zusammenzusetzen. Der Einfachheit 
wegen betrachten wir ein in vertikaler Ebene bewegliches System von 
starren Massen. Jeder Stab AB (Fig. 48), welcher in der Zeit dt die 
Lage CD annimmt, macht einen Fortschritt a c in die parallele Lage EF 
und eine Drehung um den Schwerpunkt c in die Lage CD. Wenn OH 
die zu AB parallele Lage ist, in welche der Stab A B durch die Schwere 
gebracht würde, falls er ganz frei wäre; so hat man für irgend einen 
in a* liegenden materiellen Punkt m' die Beziehung {& b')^ = (6'd')* 
+ (d'c'V* — 2h'd' , d'c' , cos cp. Der Winkel 9 = b' d' & ist für 
alle rechts von c liegenden Punkte konstant und für alle links von c 
liegenden =: 180*^ — 93. Demzufolge ist die Summe der dritten Glieder 
dieses Ausdruckes für den ganzen Stab gleich null und man hat, da 
b' d* = bc ist, währepd d' c' variirt, für diesen Stab, wenn M die Masse 
desselben , rj den Winkel DcF und T das Trägheitsmoment des Stabes 
in Beziehung auf seinen Schwerpunkt bedeutet, 

V mibcf = M{cbf + Trj^ 

Das Prinzip des kleinsten Zwanges fordert hiemach, dass für das 
ganze Stabsystem der Ausdruck 

-^ M{bcY + - Tri^ 

ein Minimum sei. 

Die Grösse M{bc)'^ stellt eine lebendige Fortschrittskraft und die 
Grösse T^* eine lebendige Drehkraft dar. Die erstere ist proportional 
der Arbeit Q{bc) einer in der Richtung bc wirkenden Kraft Q, die 
letztere ist proportional der Arbeit eines Kräftepaares bei der Drehung 
um den Winkel rj oder dem Momente Kri, 

64. Das Prinzip des grössten Effektes. Wenn der variabele 
Winkel ac5 = y gesetzt wird, hat man 

{ab)'' = {acf + {Jbcf — 2{ac) {bc) cos y 
Da a und c zwei Plätze sind, welche die Masse m nach den Bedingungen 
des Systems im Anfange und am Ende der Zeit d t einnimmt ; so ist a c 
eine virtuelle Bewegung und (a c) cos y der von der Kraft q in ihrer 
Richtung b c zurückgelegte Weg, mithin q{ac) cos y ihr virtuelles Moment, 
welches, da q proportional m {b c) ist , proportional zu m {a c) {b c) cos y 
ist. Nach dem Prinzipe der virtuellen Geschwindigkeiten ist daher 

-i' m {b c) {a c) cos y ^ 

und mithin 

2i m{aby' = 2; m{ac)^ + ^ m{bc)'' 

Da — m {a b)' eine konstante Grösse und nach dem Prinzipe des 
kleinsten Zwanges JS" m{bc)' ein Minimum ist; so muss 2 m{ac)'' ein 
Maximum sein. Das Produkt m{ac) ist der wirksamen Kraft r, 
die Summe -3 m{ac)^ mithin dem Ausdrucke 2 r{ac) proportional. 
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Hieraus geht hervor, dass die Arbeit der wirksamen Kräfte, welche 
die materiellen Punkte m von den Plätzen a in die Plätze c treiben, oder 
auch, dass die Summe der Produkte der Massen m in das 
Quadrat der von ihnen zurückgelegten Wege ac ein Maxi- 
mum ist. Diesen Satz nenne ich das Prinzip des grössten 
Effektes. 

Setzt man die Werthe von m (a c)^ für einen ganzen Stab zusammen, 
indem man die Beziehung 

[a'cT = (a'ö!')2 + {c'd'f — 2(a'öf') (& d') cos 7) 

beachtet, worin jetzt y den Winkel a* d' c' bezeichnet; so findet man 

2 m{acy = M{acY + Tri^ 

und hiemach muss für das ganze Stabsystem der Ausdruck 

:E M(ac)^ + Trj^ 
ein Maximum sein. 

Das erste Glied dieses Ausdruckes stellt eine lebendige Fortschritts- 
kraft, das zweite eine lebendige Drehkraft dar. Das erstere ist für jeden 
Stab proportional der Arbeit jR (a c) einer in der Richtung a c wirkenden 
Kraft jB, das letztere ist proportional der Arbeit eines wirkenden Kräfte- 
paares bei der Drehung um den Winkel rj oder dem Momente Krj, 

Wenn auf einen Stab kein Kräftepaar wirkt, ist Ti/^ oder Kfj gleich 
null, und wenn auf keinen Stab ein Kräftepaar wirkt, ist das ganze 
zweite Glied gleich null und demnach 2 M(acy^ oder ^ R{ac) ein 
Maximum. 

Ich mache darauf aufmerksam , dass wenn nach der Natur der Auf- 
gabe das obige Maximum kein analytisches ist, das Prinzip des grössten 
Effektes die Auflösung entweder gar nicht oder doch nicht so bequem 
herbeiführt, wie das Prinzip des kleinsten Zwanges, weil das von diesem 
geforderte Minimum stets ein analytisches ist, welches nicht unter den 
Nullwerth herabsinken kann. Da in dem Ausdrucke dieses Minimums alle 
von den Punkten des Systems im Zeitelemente et zu beschreibenden Wege 
unendlich klein sind, auch alle gegebenen Abmessungen in dem Systeme 
endliche Werthe haben ; so sind alle Variabelen bestimmte Vielfache von 
einander und daraus folgt, dass das Minimum einen einzigen bestimmten 
Werth hat, womit eine bestimmte Bewegung des Systems verbunden ist. 

Im Übrigen lässt das Prinzip des kleinsten Zwanges und das des 
grössten Effektes die mechanischen Gesetze nur unter besonderen Gesichts- 
punkten erscheinen , ohne diesen Gesetzen Etwas hinzuzufügen , das nicht 
schon im d'Alembertschen Prinzipe und in dem der virtuellen Geschwindig- 
keiten läge. Unbestimmtheiten, welche durch die letzteren nicht gehoben 
werden können, sind auch nicht durch die ersteren zu beseitigen. Ins- 
besondere kann durch alle diese Gesetze nur die Bewegung eines Stabsystems 
von gegebener Form, es kann aber nicht die Form selbst, in welche sich 
ein Körpersystem beim Einstürze gelegt, mithin überhaupt nicht die 
wirkliche Bewegung desselben bestimmt werden. 

65. Das Minimum von verlorener und das Maximum von er- 
zeugter lebendiger Kraft und Wirkung« Die Linien ah, bc, ac in 
Fig. 47 sind proportional den Beschleunigungen /, /, f^ der Kräfte p, q, r, 
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also auch, wenn c v, dv\, d v^ die im Zeitelemente dt in den Richtungen 
ab, bc, ac gewonnenen Geschwindigkeiten sind, proportional d v, öv,, dv2. 
Hiemach ist 2 m(^v^y ein Minimum und 2 m(övy ein Maximum und 
man hat 

2 m(av,)« + 2 midv^y = 2 m(cvy 

Bezeichnet man die gesammte lebendige Kraft, welche das System in 
der Zeit dt bei dem freien Falle in vertikaler Bichtung gewinnen würde, 
mit d Lf die lebendige Kraft, welche dasselbe thatsächlich erzeugt, mit 
d ig und diejenige, welche an ersterer verloren geht , durch a L, ; so ist 

8i, + dL^ = dL 

und diese Formel gilt auch in der Gestalt L^ -\- L2 ^= L fVir das Re- 
sultat in irgend einer endlichen Zeit t. Nach Obigem ist die verloren 
gehende lebendige Kraft L, ein Minimum, also die wirklich 
erzeugte ein Maximum. 

Diese lebendigen Kräfte sind den betreifenden Wirkungen der be- 
wegenden Kräfte proportional. Von diesen Kräften kann man jedoch die 
Pressungen zwischen den Stäben und den Widerlagern ausschliessen , weil 
die Summe der Arbeiten derselben- gleich null ist. 

Nur die Arbeiten der bei Verschiebungen auftretenden Reibungen 
sind wie die Arbeiten angebrachter Kräfte zu berücksichtigen. Nach 
Vorstehendem geht also von der Arbeit, welche die auf das System an- 
gebrachten Kräfte bei voller Freiheit des Systems verrichten würden, 
ein Minimum verloren und es tritt ein Maximum davon als 
wirkliche Wirkung auf. 

66. Das Prinzip der Verwirklichung der Arbeit. In Fig. 47 
ist p eine angebrachte, r eine wirksame und q eine verlorene Kraft. Da 
die verlorenen Kräfte q nach dem d'Alembertschen Prinzipe im Gleichge- 
wichte sind ; so ist ihre Gesammtarbeit (die algebraische Summe der 
positiven und negativen Arbeiten der einzelnen Kräfte) bei der Bewegung 
des Systems gleich null und daraus geht hervor, dass die Arbeit der 
angebrachten Kräfte p bei der Beschreibung des wirklichen Weges a c 
der Arbeit der wirksamen Kräfte r gleich ist, oder dass die Arbeit 
der angebrachten Kräfte vollständig, ohne Gewinn und 
Verlust, verwirklicht wird oder zur Erscheinung kömmt. 
In diesem Satze besteht das von mir in Nr. 17 des oben (in Nr. 63) er- 
wähnten Aufsatzes aufgestellte Prinzip der Verwirklichung der 
Arbeit. In Verbindung mit dem Vorhergehenden sagt dasselbe zugleich, 
dass die verwirklichte Arbeit ein Maximum und die ver- 
lorene ein Minimum ist. 

Dieses Prinzip , welches von den Mechanikern noch nicht gewürdigt 
zu sein scheint, ist ebenso allgemein wie das d'Alembertsche Prinzip und 
das des kleinsten Zwanges: es sagt, diesen Prinzipien gegenüber, Nichts, 
was nicht auch in diesen enthalten wäre, sondern lässt die mechanischen 
Grundgesetze nur in einem neuen liichte erscheinen und ist im Allgemeinen 
einfacher und leichter zu formuliren, wie aus den nachstehenden Beispielen 
hervorgehen wird. 
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Die wirkliche Wirkung in einem Systeme erscheint nicht immer als 
eine eigentliche Arbeit, d. h. als das Produkt einer Kraft iJ, und eines 
in der Eichtung dieser Kraft liegenden Weges x^ , sondern zuweilen auch 
als eine in Geschwindigkeit v gesetzte Masse M oder als lebendige Kraft 

v'^ M = L, sodass „ L = o -^^^ ^.n die Stelle von iJ, a?| tritt, 

man also nach dem einfachen Gesetze der Beschleunigung der Masse M 

durch die treibende Kraft J2, die Beziehung 22, a;, = -^ M v^ hat. 

Diess braucht nicht an allen Stellen des Systems, sondern nur an einigen 
zu^ geschehen. Die Summe der Arbeiten aller angebrachten Kräfte F 
ist daher nach dem vorstehenden Prinzipe, wenn a den positiven oder 
negativen Weg bezeichnet, den der Angriffspunkt einer solchen Kraft in 
der Eich tun g dieser Kraft beschreibt, \ 

:s Pa - :2 Rx + :s B^x, 

= I Bx + -~ ^^ Mv"" 

Befinden sich unter den Arbeiten Ü, a?, die Arbeiten von Kräfte- 
paaren vom Momente K. und vom Drehungswinkel 17 oder unter den 
lebendigen Kräften M.v^ lebendige Drehungskräfte ; so kann man für eine 
solche Drehungsarbeit den Ausdruck jBl jy und für eine solche lebendige 
Drehungskraft den Ausdruck Tv,^ schreiben, worin T das Trägheitsmoment 
des sich drehenden Stabes in Beziehung auf seinen Schwerpunkt und t;, 
die Winkelgeschwindigkeit desselben bezeichnet und die Beziehung 

ri = -^ ü, i oder , wenn /, die Beschleunigung ist , welche die sich 

drehende Masse im Abstände gleich der Längeneinheit vom Schwerpunkte 

erleidet, die Beziehung/,»/ =-- —^ v^^ besteht. 

Wenn die Wirkung an allen Stellen als lebendige Kraft erscheint, 

stellt unser Prinzip in der Form ^ P a ^^ -^ J Mv^ das Prinzip 

der lebendigen Kräfte dar, begründet also das letztere als einen 
speziellen Fall. 

Die Summe der Arbeiten der angebrachten Kräfte P kann immer als 
Summe von Arbeiten, welche von Fortschrittskräften in deren Richtungen 
verrichtet werden, dargestellt werden, dergestalt, dass wenn sich P gegen 
den Weg c ihres Angriffspunktes unter dem Winkel c/) neigt, a '=^ c cos cp 
und Pa = Pccosip positiv oder negativ ist. Sind Kräftepaare am 
Systeme angebracht, welche Arbeit verrichten, indem ihre Angriffspunkte 
der Bewegung des Systems folgen; so wird, wenn sich die Ebene eines 
solchen Kräftepaares vom Momente K gegen die Drehungsebene des be- 
treffenden Stabes oder die Axe des Ersteren gegen die Normale der 
Letzteren unter den Winkel (/; neigt und der Stab sich um den Winkel /; 
drehet, die Arbeit desselben gleich K rj cos <// sein. Die Summe I^ Pa 
kann daher unter Umständen als die zweigliedrige Summe ^ Pc cos cp 
+ ^ K rj cos iff dargestellt werden , in welcher positive und negative 
Glieder vorkommen können. 
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Wenn ein schwerer Stab, also eine Masse, auf welche parallele, nach 
derselben Seite wirkende Kräfte angebracht sind, sich um seinen Schwer- 
punkt drehet; so ist die Arbeit dieser Schwerkräfte nicht die Arbeit 
eines Kräftepaares, sondern besteht aus zwei entgegengesetzten, sich auf- 
hebenden Gliedern. Betrachtet man also die Bewegung des Systems nach 
der Fortschrittsbewegung des Schwerpunktes der Stäbe und nach den 
Drehungen der Stäbe um diese Schwerpunkte ; so verschwinden die Arbeiten, 
welche die Schwere bei den letzteren Drehungen verrichtet. 

Schliesslich ist hervorzuheben, dass wenn die angebrachten und die 
wirksamen Kräfte P und JR nach Grösse und Richtung während der Be- 
wegung konstant bleiben, das Prinzip der Verwirklichung der Arbeit in 
der Form — Pa = ^ Rx nicht nur für die Bewegung während unend- 
lich kleiner Zeit, sondern auch für. die Bewegung während jeder beliebigen 
Zeit gültig ist, indem dann unter a und x die während dieser Zeit in der 
Richtung der Kräfte P und B beschriebenen geradlinigen Wege zu ver- 
stehen sind. In der Form ^ Pa = -^ 2' Mv'^ gilt Dasselbe für jede 

Zeit, wenn die angebrachten Kräfte P' konstant bleiben, gleichviel, ob die 
wirksamen varliren, oder nicht, indem dann unter v die in dieser Zeit 
gewonnene Geschwindigkeit zu verstehen ist. 

67. Das Sinken des Schwerpunktes« Für die gewonnene leben- 
dige Kraft eines Systems, oder für einen Theil derselben, kann selbst- 
redend auch das Doppelte der Arbeit derjenigen angebrachten Kräfte, 
welche jene lebendige Kraft erzeugen, gesetzt werden. Wenn Diess für 
alle lebendigen Kräfte geschieht, sagt das Prinzip des grössten Effektes, 
dass die Arbeit der die Bewegung erzeugenden angebrachten 
Kräfte ein Maximum sei. Die Summe dieser Arbeiten kann , wie 
schon erwähnt, positive und negative Glieder enthalten (indem eine in der 
Richtung der bewegenden Kraft erzeugte Arbeit positiv, eine in entgegen- 
gesetzter Richtung erzeugte Arbeit dagegen negativ ist). 

Für ein gegen eine vertikale Ebene symmetrisches System schwerer 
Massen kommen offenbar nur die symmetrischen Bewegungen in Betracht, 
da eine unsymmetrische Ausweichung nach links die nämliche Entstehungs- 
berechtigung wie die Ausweichung nach rechts, also überhaupt keine un- 
bedingte Berechtigung hat. Wenn ein symmetrisches System aus dem 
Zustande der Ruhe in symmetrischer Bewegung während einer unendlich 
kleinen Zeit in einen Bewegungszustand übergeht, also eine bestimmte 
Menge lebendiger Kraft erzeugt; so wird, wenn der Schwerpunkt einiger 
Theile vom Gewichte lO um die Höhe h vertikal nieder sinkt, und der 
Schwerpunkt anderer Theile vom Gewichte w^ um die Höhe h^ vertikal 
aufsteigt, während der Schwerpunkt gewisser Theile vom Gewichte w.^ 
sich um die Länge l nach rechts und ebenso der Schwerpunkt symmetrisch 
belegener Theile vom gleichen Gewichte Wg sich um dieselbe Länge l 
nach links verschiebt, die Arbeit aller dieser Schwerkräfte wh — m^, Ä, 
4- W?2 ' — ^2^ ~ ^^^ — ^o^h^ sein. Dieser Ausdruck ist, wenn H 
die Senkung des Schwerpunktes des Gesammtgewichtes iv ■{• w^ = W 
bezeichnet, WH. Soll nun diese Arbeit, welche das Doppelte der er- 



188 Das Prinzip des grössten EflFektes. 

zeugten lebendigen Kraft darstellt, ein Maximum sein; so muss H ein 
Maximum sein. Hieraus folgt, dass der Schwerpunkt des Gesammt- 
Systems so rasch als möglich sinkt. 

Wir müssen allem Vorhergehenden hinzufügen, dass die bis jetzt aus- 
gesprochenen Prinzipien über das Maximum und Minimum gewisser Er- 
zeugnisse von der Voraussetzung ausgehen, dass die Form des Systems 
und seiner Beweguug, also die Gliederung der beweglichen Theile gegeben 
sei. Für den Fall, dass diese Gliederung nicht gegeben ist, sondern erst 
durch Prinzipien bestimmt werden soll, bedürfen die vorstehenden Sätze 
noch einer ergänzenden Betrachtung, welche wir in Nr. 70 anstellen 
werden. Unter diesem allgemeineren Gesichtspunkte beschränkt sich auch 
der Satz von dem möglichst raschen Sinken des Schwerpunktes auf gewisse 
Fälle, ist also nicht als ein allgemeiner zu betrachten. 



68. Beispiele« In dem in Nr. 63 erwähnten Aufsatze habe ich das 
Gausssche Prinzip des kleinsten Zwanges auf die Bewegung des Pendels, 
des Hebels, eines Punktes in gegebener Fläche oder Linie und auf den 
Stoss in Anwendung gebracht und füge hier folgende Beispiele hinzu. 

1. Wenn in Fig. 49 ein materieller Punkt von der Masse m und vom 
Gewichte p^ im Zeitelemente Ct von a auf der schiefen Ebene ac bis /; 
herabgleitet; so ist die auf ihn angebrachte Kraft p die Resultante des 
Gewichtes p, und der Reibung jpg- Wenn die Kraft p die freie Masse m 
nach b fuhren würde ; so ist , wenn ah •= a, ac =^ Xy b c = y, 
Winkel bac ^= a gesetzt wird, 

my^ = m (a^ -^ x'^ — 2ax cos a) 

ein Minimum für iP = a cos «. Der Punkt c ist daher der Fusspunkt 
des von b auf die Linie ac gefällten Perpendikels. 

Nach dem Prinzipe der Verwirklichung der Arbeit ist die Arbeit 
der angebrachten Kraft p bei Beschreibung des Weges ac =^ x, also 
die Grösse p cos « . x gleich der zur Erscheinung kommenden Arbeit, mithin 
gleich der Arbeit der längs ac wirkenden wirksamen Kraft r, also = ra; 
sein : man hat daher rx^=p cos u . x oder r = p cos a , wodurch die 
wirksame Kraft r unmittelbar bestimmt ist. Dieselbe Gleichung liefert 
das d'Alembertsche Prinzip. 

2. Wenn die mittelst einer Schnur über die Rolle A in Fig. 50 
gehängten Massen m und m' sich bewegen, indem m um x sinkt und 
m' um X steigt; so muss, wenn a die Höhe des freien Falles wäre, der 
Ausdruck 

m {a — x)^ -{- m' (a -{- x^ 

. ^. . . a (m — m') .. , 

em Mmimum sem, woraus x = ; — folgt. 

m -\- m 

Nach dem Prinzipe der Verwirklichung der Arbeit ist die Arbeit 
der angebrachten Kräfte p = mg und p' — m'g, also die Arbeit 
mgx — m'gx gleich der zur Erscheinung kommenden Arbeit der wirk- 
samen Kräfte r = mf und r' = m'f (worin / die Beschleunigung der 
Massen m und m' bezeichnet), also gleich der Arbeit mfx -f m'fx: 
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man hat daner mfx + m fx = mgx — m gx oder / = ^^-^ — j p, 

w -p fW 
wodurch die Beschleunigung / unmittelbar bestimmt ist. 

3. Wenn die Rolle A in Fig. 51 die Masse m und die Rolle B 
trägt, während an dieser die beiden Gewichte m' und m" wirken; so 
enthält der dreigliedrige Ausdruck, welcher ein Minimum werden muss, 
zwei Yariabelen. Hierzu gesellt sich aber fOr das Theilsystem der Rolle B 
ein zweigliedriger Ausdruck mit einer dieser Yariabelen: es sind also so 
viel Bedingungsgleichungen vorhanden, als die Bestimmung aUer Yari- 
abelen erfordert. 

4. Das aus vier schweren materiellen Linien bestehende symmetrische 
Stabsystem, welches sich gegen zwei feste Punkte stützt und beiderseits 
in dem Eckpunkte a" von einer horizontalen Kraft |}" angegriffen wird, 
(Fig. 52), kann nur so sinken, dass sein Scheitel A in der Yertikalen 
nach C hinabsinkt, während der Stab Aa" von der Majsse m und dem 
Gewichte p =^ mg sich um den Winkel y drehet und seinen Schwer- 
punkt von a nach c verrückt, während der Stab Da" von der Masse m' 
und dem Gewichte p' = m' g sich um den Winkel «// drehet und seinen 
Schwerpunkt von a' nach & verrückt, und der Angriffspunkt der hori- 
zontalen Kraft p" den Weg a" c" beschreibt. Im Scheitel A kann nur 
ein horizontaler Schub P herrschen. Betrachtet man das halbe Stab- 
system Aa" D nach dem Prinzipe der Yerwirklichung der Arbeit; so sei 
X ^ aCj X* =^ a' c' j x"-= a" c" = 2a;', der Winkel von Cc" gegen 
Aa" gleich /y, der Winkel a"Dc" = ?/', der spitze Winkel von 
ac gegen die Yertikale — ff, der von a' c' gegen die Yertikale = (p* 
und der von a" c" gegen die Hoiizontale = 9)", endlich der Winkel 
der Yertikalen gegen die Normale auf Aa" gleich iff. Ausserdem sei 
r die Kraft, welche die Masse des Stabes Aa" in der Zeit dt durch 
den Raum ac zu treiben, K/j das Kräftepaar, welches diesen Stab um 
den Winkel rj zu drehen vermag, femer r' die Kraft, welche die Masse 
des Stabes Da" durch den Raum a' c' zu treiben und K' rj' das Kräfte- 
paar, welches diesen Stab um den Winkel ij' zu drehen vermag. 

Nach dem Prinzipe der Yerwirklichung der Arbeit verrichtet das 
Gewicht des Stabes A a" die Fortschrittsarbeit j) cos y.a:, das Gewicht 
des Stabes Da" die Fortschrittsarbeit — p'C0S(p\x und die horizontale 
Kraft ^" die Fortschrittsarbeit — p"c0S(p" . x". Bei der Drehung der 
Stäbe Aa" und Da" um ihre Schwerpunkte verrichten die Gewichte 
ihrer Theile keine Arbeit (oder ebenso viel positive wie negative Arbeit). 
Der horizontale Schub bei A und der Widerstand gegen den festen Punkt 
D verrichten ebenfalls keine Arbeit. Die Arbeit der angebrachten Kräfte 
ist also pxcoS(p — p' x' C0S(p' — p" x" C0S(p", Am Stabe Aa" kömmt 
zur Erscheinung die Fortschrittsarbeit rx und die Drehungsarbeit jET//, 
am Stabe Da" die Fortschrittsarbeit r' x' und die Drehungsarbeit K' rj% 
die gesammte verwirklichte Arbeit ist daher rx -f r'a?' + Krj -|- K' rj* 
und man hat nach dem Prinzipe der Yerwirklichung der Arbeit 

ra? + r'o?' -f Kt] -f K' tj' = p x cos (p — p' x* cos (p' — p" x" cos (p** 

Für die zur Erscheinung kommenden Arbeiten auf der linken 
Seite dieser Gleichung können selbstredend auch die erzeugten 
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lebendigen Kräfte substituirt werden. Wenn man beachtet, dass alle 
Variabelen a?, a?', a?", rj , rj' , sowie auch x cos (f, x'cosfp' und x"coStp*' 
bestimmte Vielfachen von einer derselben sind; so verschwinden durch 
Division alle willkürlichen Variabelen und es bleibt eine Gleichung zwischen 
den angebrachten und den wirksamen Kräften übrig. 

5. In Fig. 53 sei -4 GF ein Wasserrohr mit allmählich sich änderndem 
Querschnitte, welches in dem Theile A G C mit Wasser gefüllt ist, das 
sich augenblicklich in Euhe befindet. Es wird angenommen, dass sich 
bei der Bewegung des Wassers keine Reibungswiderstände erzeugen. Wenn 
in der Zeit d t der Spiegel bei ^ um -4 JE" = x herabsinkt und der bei 
G um GF = y steigt; so ist die Wassermasse AG nach E H und die 
Masse GC nach HF gerückt. Die Arbeit der angebrachten Schwerkräfte 
ist also dieselbe, welche eine kleine Wassermenge Ä E von der Masse m 
und dem Gewichte w •= gm verrichtet, indem sie von ihrer höchsten 
Stelle bei A bis zu ihrer tiefsten Stelle bei JS um die Höhe AS' = h 
hinabsinkt und von B bis (J um die Höhe B' G ^= h* aufsteigt; jene 
Arbeit ist also ivh — wh' = w (h — h') = gm (h ~ A'). Die zur 
Erscheinung kommende Arbeit der wirksamen Kräfte ist gleich der Hälfte 
der lebendigen Kraft, welche die Wassermasse M am Ende des Zeitelementes 
et besitzt. Hierdurch ergiebt sich eine Gleichung von der Form 

gm (h — h') = 4" / ^' ^^ 



- ÄO = ^Jv\ 



Nehmen wir jetzt an, das Rohr endige bei G und das Wasser in 
demselben befinde sich in einem beharrlichem Bewegungszustande, welcher 
dadurch erhalten wird, dass die bei G ausfliessende Wassermenge m bei 
A fortwährend ersetzt wird. Das mit der Geschwindigkeit F, aus- 
strömende Wasser wird sich mit abnehmender Geschwindigkeit bis zur 

V '^ 
Höhe X = -zr^ — erheben und möge in dem bei D erreichten Rühe- 

2 ^ 

stände aus dem Systeme beseitigt werden. Die Geschwindigkeit im Anfangs- 
querschnitte A sei gleich V; es werde dem Systeme also, um es in 
beharrlicher Bewegung zu erhalten, in der Zeit dt die lebendige Kraft 
m V'^ bei A zugeführt. Denkt man sich, die zugeführte Wassermasse m 
bilde im Anfange der Zeit dt eine in der Spiegelhöhe bei A in unend- 
licher horizontaler Ebene ausgebreitete Masse, die sich während der Zeit 
d t auf die Querschnittsbreite des Spiegels Ä zusammenziehe und die 
vertikale Geschwindigkeit V annehme , was der Arbeit eines Gewichtes 
w = gm durch einen Fallräum X = A' A oder der Arbeit gmX = 

-^ m V^ entspricht ; so ergiebt sich folgende Beziehung. 

Die Arbeit der angebrachten Kräfte ist gm {h — Ä'). Diese Kräfte 
erzeugen den Ausfluss der Masse m bei G, nachdem dieser Masse die 
Einflussgeschwindigkeit der in der Spiegelfläche bei A ausgebreiteten 
Masse m ertheilt ist, also die Difl^erenz zwischen den durch Aus- und 
Einfluss dargestellten Arbeiten. Nach unserem Prinzipe der Verwirklichung 
der Arbeit ist also 
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gmx — gmX = gm (h — ä') 
oder X — X = (A — h') 

Setzt man für die Arbeiten gmx und gmX die ihnen gleichen 

1 1 

Werthe an lebendiger Kraft -^ w F, ^ und -^ mV'^, so kömmt 

F,'^ — F« = 2 ö^ (A - h') 

Wenn Q, ß, die Grösse der Ein- und Ausflussöffhung bei A und C 
bezeichnen, ist VSi = F, X2, , mithin 

, __ 2g{h-h') 

(Vi 

ü^ 2g 

Wenn die Einflussöffnung ß unendlich gross ist, wird F, ^ = 2g(h — h') 
und X = 0, also x = h — h' , d. h. in diesem Falle erhebt sich der 
ausspringende Strahl bis zur Druckhöhe h — h' oder bis zur Höhe des 
Spiegels A. Die Meinung, wenn der ausspringende Strahl CD in Wände 
eingeschlossen wurde, liesse sich die Bewegung der Wassermasse M wie 
eine Bewegung der in der Röhre A G CD oder A G CD' enthaltenen 
Masse ansehen, wäre ganz irrthümlich. Eine Wassermasse, deren Ein- 
und Ausflussöffitiung in gleicher Höhe liegen, für welche also h — Ä' = 
ist, befindet sich im Gleichgewichte; es ist dafür F = 0, F^ = 0, 
m = 0. In der That bewegt sich auch das Wasser in dem ausspringenden 
Strahle CD ganz anders, als es sich in einem Rohre bewegen würde. 
Jedes Wassertheilchen behält in dem springenden Strahle bei abnehmender 
Geschwindigkeit doch seinen Querschnitt bei (soweit nicht der Luftwider- 
stand eine geringe Vergrösserung bedingt), während derselbe in einem 
geschlossenen Rohre seinen Querschnitt fortwährend erweitem und bei D 
einen unendlich grossen Querschnitt erfordern würde. 
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69. Bewegung des Wassers in einer Röhre mit mehreren 
OiTnungen« Angenommen, die Röhre, durch welche das Wasser im Be- 
harrungszustande fliesst, habe n Ausflussöffnungen Ü,, .Ti^) «^.t • • •> welche 
in der Tiefe h^, h^, h^ ... unter dem Spiegel der Einflussöffnung Si liegen, 
und aus welchen die Wassermassen m^, m^y m^ » , , mit den Geschwindig- 
keiten F,, Fg, F3 ... ausströmen, während die Gesammtmasse m = 
w, + W2 + wij^ -f- • • • "ii*i der Geschwindigkeit F in die Einflussöffhung 
einströmt. Denkt man sich das in dem Standrohre herabsinkende Wasser 
in n Stränge zerlegt, welche im Spiegelfi die Querschnitte 12', ß", Si*" ... 
haben und sämmtlich mit der Geschwindigkeit V einfliessen ; so ergeben 
eich, unter der Voraussetzung, dass keine Gleitungswiderstände in Betracht 
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kommen, wenn /t/ die in der Volumeinheit enthaltene Masse des Wassers 
ist, nach der gewöhnlichen Theorie folgende Gleichungen 

n = n* + ß" + ß'" + . . . 

ß' = ""'-L Q n^' ^ "^ ß" == ^^ etc. 
m mm 



Vü' = F, Ä, =: 






2—2 



m 



VQ'" = n ß,, = 



8 



/' 



etc. 



F,» - F« = 2iji/t, 

Fj,-' - T = 2yh.. 

V./ - r^ = 2ghl 
etc. 

Hierdurch sind alle unhekannten Grössen bestimmt (für die 7 unbe- 
kannten Grössen fl', ü'\ Sl"\ F, F,, F^, Fg bestehen die vorstehenden 
7 Gleichungen, welche kein m enthalten). 

Beispielsweise erhält man für 2 Ausflussöffnungen 12, , i^g , wenn 
Ä, = Äj, ist, die Auflösung Si' = ö~X~ö~» ^ ' ~ T) ö"* *^^^ 

ß' ß, ß' fi" 




2gh 



ß 



<2 



Insofern sich das Röhrennetz dergestalt verzweigt, dass von dem 
Standrohre nach irgend einer Ausflussöffnung mehrere Wege führen, so 
ist die Vertheilung des Wassers über diese Wege zwar eine unbestimmte 
Grösse; diese Unbestimmtheit ist indess für die vorstehende Rechnung 
unter der gemachten Voraussetzung, dass keine Gleitungswiderstände in 
Betracht kommen, bedeutungslos für die Ausflussgeschwindigkeiten in den 
einzelnen Ausflussöflnungen, weil in diesen Formeln der Bewegungszustand 
in den Röhren gar keine Rolle spielt. 

Ausser der Voraussetzung, dass in den Röhren keine Bewegung»- 
hindemisse, also weder Reibungen, noch Stösse in Folge plötzlicher Quer- 
schniltsveränderungen oder scharfer Ecken bestehen, gilt für die vor- 
stehenden Formeln auch die Annahme, dass die Bewegung des Wassers 
in jedem der n Stränge in parallelen Querschnitten vor sich gehe und 
dass die mit verschiedenen Geschwindigkeiten neben einander her laufenden 
Stränge sich in ihren Bewegungen nicht beeinträchtigen. Sobald aber, wie 
es der Wirklichkeit entspricht, die Bewegung des Wassers in Strom- 
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fäden, welche sich aneinander reiben, aufgefas^t wird, 'erscheint die 
ganze Wassermasse als ein System, welches in unendlich verschiedener 
Weise in Elementarsysteme zerlegt werden kann. Für jede spezielle Zer- 
legung dieser Art ergeben alsdann die dynamischen Gesetze eine besondere 
Bewegung mit bestimmten Ausflussgeschwindigkeiten. Alle bekannten 
Gesetze der Mechanik (einschliesslich der in Nr. 63 bis 66 vorgetragenen) 
sind nicht im Stande die wirkliche Zerlegung des Gesammtsystemes 
zu bestimmen: es bedarf hierzu vielmehr noch eines besonderen Grund- 
gesetzes, eben desselben, welches zur Bestimmung der Form, die ein 
Körpersystem mit Fugenflächen beim Einstürze wirklich annimmt, erforder- 
lich ist. Dieses Gesetz bildet den Gegenstand der nächsten Nummer. 



70« Das Prinzip des grössten Gewinnes an Arbeit oder 
lebendiger Kraft. Angenommen, der Gewölbbogen oder das Körper- 
system A CB in Fig. 54 bilde beim Einstürze das aus vier Stäben ADj 
I) C, CEy EB bestehende Stabsystem, in welchem A und B zwei feste 
und 2), G, E drei bewegliche Drehpunkte sind. Die angebrachten Kräfte 
seien die Gewichte p^ , j>2 » P:^ » Pi ^^^ ^^^^ Stäbe, s und s' seien die 
Widerstände der Widerlager bei A und B, t und — t die Pressungen 
im Punkte C, t^ und — ^, die bei D, t^ und — t, die bei E, Die 
entgegengesetzten Werthe der wirksamen Fortschrittskräffce für die Be- 
wegung der Schwerpunkte der vier Stäbe seien r, , r^ , r^ , r^ , die ent- 
gegengesetzten Werthe der wirksamen Kräftepaare für die Drehung der 
vier Stäbe seien die Momente Jf, , Jlfg , M^ , M^ , welche in der Figur 
nicht mit dargestellt sind , welche aber an jedem Stabe , z. B. an 2) C 
als zwei parallele und entgegengesetzte (vertikale oder horizontale oder 
beliebig geneigte) Kräfte JB, , Uj , 22g , U^ , welche die Drehung des 
Stabes aufheben, gedacht werden können. 

Nach dem d'Alembertschen Prinzipe müssen alle angebrachten Kräfte 
p, alle Widerstände s, alle Pressungen t und alle entgegengesetzten wirk- 
samen Kräfte r und R für jedes beliebige Stück des Stabsystemes , aljso 
sowohl für jeden einzelnen Stab ADy DC, CE, EB, als auch für je 
zwei Stäbe ABC, BEC, als auch für das ganze System ADCEB 
im Gleichgewichte sein. Hierdurch bestimmen sich alle Widerstände s 
und Pressungen t. Es leuchtet ein, dass wenn für das Gesammtsystem 
alle Gewichte p und alle negativ wirksamen Kräfte r und R auf die beiden 
Punkte A und B zerlegt werden, (da die Pressungen ^, , — ^,, t^, — t^, 
t^ , — i^ sich gegenseitig aufheben, also hierbei nicht in Betracht kommen) 
die Resultanten die beiden Widerstände s und s, ergeben werden, und 
dass, wenn diese Widerstände in eine vertikale und eine zm AB parallele 
Komponente zerlegt werden , die beiden in die Richtung A B fallenden 
Komponenten einander gleich und entgegengesetzt sein , also gleiche Stärke 
Q haben müssen. 

Zerlegt man jede für das Stück AJ)C\n Betracht kommende Kraft 
p, r, R und t in eine vertikale und eine zu AB parallele Komponente 
und nimmt von den ersteren, sowie von den letzteren die Momente in 
Beziehung zum Punkte A ; so müssen die beiden sich ergebenden Momenten- 
gummen M' und M" einander gleich und von entgegengesetzter Drehkraft 
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sein. Eben Dasselbe gilt für das Stücke BEC und die entsprechenden 
Momentensununen M^* und M^'\ 

Giebt man nun den beiden Brechungsfugen bei D und E andere 
Stellen in dem Gewölbe ; so werden sich die Widerstände Q , sowie die 
Momente M' = M" und Jf,' =-- M^" ändern, die Momentensumme m, 
der Gewichte j),, p^ '^ird aber, da sie von der Lage der Fuge JD 
unabhängig ist, unverändert bleiben, und Dasselbe gilt von der 
Momentensumme m^ der Gewichte Pg, jp^. Da die den wirksamen Kräften 
entgegenwirkenden Kräfte r, R Komponenten haben, deren Momente die 
entgegengesetzte Drehung des Stückes Ä C um Äj sowie des Stückes B C 
um C hervorbringen, als die Gewichte dieser Stücke ; so kann das Moment 
M' nur abnehmen, indem die Momentensumme der vertikalen Kom- 
ponenten der Ejäfte r, R (da dieselbe ein negatives Glied in dem Aus- 
drucke für M' bildet) an Stärke zunehmen oder das Moment der 
vertikalen Komponente der Pressung t abnimmt. Das dem Momente 
M' an Intensität gleiche Moment M" , welches aber entgegengesetzt 
drehet, kann ebenfalls nur abnehmen, wenn die Momentensumme der 
zu A B parallelen Komponenten der Kräfte r, R zunehmen oder das 
Moment der zu AB parallelen Komponente der Pressung t abnimmt, 
welche letztere Abnahme, da der Hebelarm von t konstant bleibt, mit 
der Abnahme der Pressung t selbst gleichbedeutend ist. Die wirksamen 
Kräfte — r, — R stehen mit der Pressung t dergestalt in Funktions- 
zusammenhange, dass in einem gegebenen Stabsysteme die Abnahme der 
Pressung t eine Zunahme der wirksamen Kräfte bedingt (denn dieser Druck 
bei C und der mit ihm korrespondirende Widerstand bei A ist es, welcher 
den freien Fall der Wölbsteine hindert und umso mehr hindert , je stärker 
er ist). Demzufolge wird auch in der Formel für M' und M", an 
welcher Stelle auch die Fuge I) angenommen sein möge, dieser Funktions- 
zusammenhang zwischen t und den Kräften r, R bestehen, und daraus 
ergiebt sich, dass bei der Variation dieser* Fuge D das Minimum des 
Momentes M' und M" mit dem Maximum der Momente der 
wirksamen Kräfte und dem Minimum der Pressung t 
und des Widerstandes s zusammenfallen wird. 

Das Nämliche gilt von dem Bogenstück B G und auch vom ganzen 
Gewölbe AGB. Wir stellen daher den Satz auf, dass der schwächste 
Widerstand Q in der Linie AB der stärksten Wirkung der wirksamen 
Kräfte entspricht oder dass unter dem Minimum des Wider- 
standes ^derWiderlager in der Richtung ^JBdas Maxi- 
mum der Arbeit der angebrachten Kräfte oder das Maxi- 
mum an lebendiger Kraft verwirklicht wird, sodass das 
Minimum des Widerstandes Q zugleich die Form des 
Stabsystems, in welchem das Gewölbe zusammenbricht, 
bestimmt. 

Es fragt sich jetzt nur, welchen Widerstand die Widerlager wirklich 
leisten werden oder welcher Schub sich in dem Stabsysteme einstellen 
wird. Ganz ähnlich wie in Nr. 59 schliessen wir, dass nur das absolute 
Minimum des Widerstandes zu Stande kommen könne. Denn denkt man 
sich wiederum das Gewölbe in einen starren Ball eingebettet und zuvor 
unterstützt, sodass es vorläufig noch keine Spannung in dem Balle hervor- 
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ruft; so wird, wenn die Stützen beseitigt werden, der Druck gegen die 
festen Drehpunkte der Bogenanfänge zwar rasch, aber doch in Folge der 
Pressbarkeit des Materials allmählich anwachsen. Sobald die Spannung 
in der Linie A B den Minimalbetrag Q erreicht , wird das Gewölbe ein- 
stürzen, und es kann zu keiner stärkeren Spannung kommen. Demzufolge 
leuchtet ein, dass die bei der Bewegung eines Stabsystemes 
verwirklichte Arbeit der angebrachten Kräfte oder die 
von ihnen erzeugte lebendige Kraft das Maximum sein 
wird, welches sich durch jede beliebige, nach der Natur des Systems 
mögliche Form desselben erreichen lässt. Dass sich hierdurch die ge- 
wonnene lebendige Kraft, sowie die Form des Systems oder seine Zer- 
legung in Stäbe ergiebt, liegt auf der Hand. 

Ebenso gewiss ist aber auch, dass das Maximum de^ Gewinnes an 
lebendiger Kraft sich nicht immer an dem Sinken des Schwerpunktes zu 
erkennen giebt, dass also bei der Bewegung von Flüssigkeiten die Aus- 
flussmenge kein unbedingtes Maass für jenes Maximum ist (s. Nr. 72 
und 73). 

71. Anwendung auf das Abgleiten einer Sandmasse« Die von 

der horizontalen Ebene A B abgeglichene, von der vertikalen Wand A C 
gestützte Sandmasse (Fig. 55) wird bei der Entfernung der AVand in einer 
ebenen Fläche CB abgleiten. Ist die Höhe AC = hy der Winkel 
AGB = u , das Gewicht der Volumeinheit des Sandes •= lü , also das 
Gewicht der Sandmasse ACB von der Breite einer Längeneinheit P •= 

1 P 

w h!^ lang w, ihre Masse M. = — , der Reibungskoeffizient des Sandes 

«7 

= /, der Reibungswinkel =■- 75 , sodass / = tang (p , der Reibungs- 
widerstand Q = fPsifKx, die wirksame Kraft Bcosu — fPsinu; 
so ist der Weg x, welchen die Masse M beim Herabgleiten auf der 
geneigten Ebene B C in der Zeit t beschreibt, 

1 P cos u — fPsina ^„ gf^ r y • X 

^ -= 2 ^ - ^^ = ^2" (^ö^« - fstna) 

also die Arbeit der angebrachten Kraft P in ihrer direkten Richtung auf 
dem Wege x Ci)S a 

Px cos u = —A 9 ^^' ^^ ^^ ip^^ « — / sin a) sin u 

Nach dem Prinzipe des grössten Gewinnes an Arbeit muss dieser 
Ausdruck ein Maximum werden. Diess geschieht durch die Bedingung 

tang 2 a = - = -, d. h. für den Werth u ^ \ (90®— (f). 

^ f tangif '^ ^ 

Dieser Werth von a ist derselbe, für welchen der Horizontalschub 
des Sandes gegen eine vertikale glatte Wand ein Maximum wird (s. meine 
Gewölbtheorie, §. 68): die Sandmasse also, welche im Gleichgewichts- 
zustande den stärksten Schub gegen die vertikale Stützwand ausübt, oder 
das Sandprisma vom grössten Drucke ist es auch, welches bei Beseitigung 
der Wand unmittelbar abgleitet. In den folgenden Zeitelementen lösen 
sich natürlich von den im- ersten Augenblicke stehen bleibenden Sand- 

13* 
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masseii weitere Schichten los, bis die Böschungswinkel der Sandmasse gegen 
die Horizontale den in § 77 der eben gedachten Schrift bezeichneten 
kleinsten Werth erreicht. 

72. Anwendung auf den Ausfluss des Wassers« In Nr. 68 

Satz 5 haben wir den Ausfluss des Wassers aus dem Rohre AGG (Fig. 53) 
mit konstantem Oberspiegel unter der Voraussetzung der Bewegung eines 
einzigen Stromfadens in parallelen Querschichten ohne Reibungswiderstände 
betrachtet. Denken wir uns jetzt den Strom in beliebig viel Fäden zer- 
legt, welche im Oberspiegel ß die Querschnitte ß', ß", . . . und in der 
Ausflussöffnung ßj die Querschnitte ßj', ß/'» femer die Einfluss- 
geschwindigkeiten V', V" , , , und die Ausflussgeschwindigkeiten V^ ' 
F," . . . haben und die Ausflussmengen 





- ß'F', "* - ß,"F,' 


liefern, sodass 






ß' + ß" + . . . = ß 




ß,' + ß,"-|- ... = ß, 




m' ■\- m" Jr . . . m 



ist> worin m die ganze Ausflussmasse bezeichnet. Für die Überdruck- 
höhe AC = h — h' = if ist (j m H die Arbeit der angebrachten 
Schwerkräfte und 

\- rn' (F/2 - F'2) + \ m" (F,"'-« - F"^) + etc. 

die erzeugte lebendige Kraft. Die Letztere muss nach dem Prinzipe der 
Verwirklichung der Arbeit (Nr. 66) der Ersteren gleich und nach dem 
Prinzipe des grössten Gewinnes an Arbeit (Nr. 70) ein Maximum sein. 
Hiernach untersuchen wir das Maximum des einfacheren Ausdruckes 

Substituirt man für F, ', F, " . . . ihre Werthe 

F.' = , XSS^, V.' = :^yifl^ etc. 



V ß'-* V ß"- 



2 
2 



so muss der Ausdruck 



ß'ß/ . ß"ß," 

» + -^^^=^J__ + etc. 



ein Maximum werden. Setzt man das Differential dieses Ausdruckes für 
alle Variabein ß', ß" . . ., ß,V ß|" ... gleich null, indem man mittelst 
der obigen Beziehungen zwei dieser Variabelen eliminirt und die übrig 
bleibenden als unabhängige Variabelen ansieht; so ergiebt sich die Be- 
dingung 
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iV " ^V ■"*""' ß, 

Dieselbe verlangt, dass die Querschnitte aller Stromfäden sich wie 
die Querschnitte des ganzen Schlauches verhalten müssen. Dadurch werden 
die Ausflussgeschwindigkeiten F/, F," . . . aller Stromfäden und auch 
die Einflussgeschwindigkeiten F', V" . . . einander gleich und zwar 
gleich der durch die gewöhnliche Theorie sich ergebenden. 

Wenn das Rohr mehrere Ausflussöfoungen ß,', ß/', ß,'" . . ., 
bezw. in den Tiefen Ä,, Ag» ^s • • • ^**» ®^ wird, wenn die Einfluss- 
öfl^ungen fQr die aus den einzehien Ausflussöflhungen sich ergiessenden 
Wassermengen mit ß', ß", ß'" . - . und die zugehörigen Einfluss- 
geschwindigkeiten mit F', V" , V" . . . bezeichnet werden, die Arbeit 
der angebrachten Schwerkräfte 

g {m' A, + m" \ + m"* \ + etc.) 

oder da man, wenn keine Gleitungswiderstände in Betracht kommen, 

F/2 — V'^ = 2gh, 

Y^ni _ yn^l ^ 2gk, 

etc. hat, 

-^ Im' (F/*-* F'O + wi" (F,"*^ - F"*0 -f '//^'" (F/"* - F"'^) + etc. 

Setzt man m' = ^ßj' F/, m" = ^ ß," F/', m'" = fi ß/" F/" 
etc.; so wird die erste Summe aller Arbeiten 

. gf^iÜ.'V^'h, + P-rrrK + ß,"'^."'Ä, + etc.) 
und die zweite dieser gleiche Summe 



2 



ß/F/(F,'2 - V'^) + ß,"F,"(F/'2 - F/'2) 
+ ii/"F,'"(F/"2 - F"'0 4- etc. 



Substituirt man, da ß' F = ß/ F,', fi" F" = ß/' K," etc. ist, 
in dem ersten Ausdrucke für F/, Fg' . . . die Werthe 




2^^^! xr.. _ / ^yK 



— F " = 






K'- 



ß/2 V ß"^ 

etc. ; so Verlangt derselbe , dass nach Unterdi-ückung der allen Gliedern 
gemeinschaftlichen Faktoren 

£ _ 1^ 

2 2 

ß,' (i - §!?) \^v + ß," (i - §i*) vv + otc. 

ein Maximum, dass also sein Differential nach i2', nach ß"^ nach ü'" 
u. s. w. gleich null sei. Da ß' + £i" + i2*'* + etc. = ß ist, also 
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mittelst dieser Beziehung eine der Grössen il' , S2" , il'" . . . eliminirt 
werden kann; so erhält man durch die Differentiation für die übrigen 
gerade so viel Gleichungen, als zur Bestimmung aller unbekannten erforder- 
lich sind. So kömmt z. B. , wenn nur zwei Ausflussöffnungen /2, ' und 
12," gegeben sind, also ß" = Si — Q' ist, nur das Differential nacli 
ß' in Betracht, und die Aufgabe reduzirt sich auf die Forderung, dass 

worin ß" = fi — ß' ist, werde, (eine Gleichung welche für h^ = h.2 
= H mit der obigen tibereinstimmt). Die letzte Gleichung ist für die 
Unbekannte ß' vom zweiten Grade, kann also leicht aufgelös't werden. 
Man findet hierdurch die Werthe der Einflussmündungen ii' und ü" als 
Funktionen der Druckhöhen Ä, und //^ und der Ausflussöffnungen X?, ' und 
ß,", ein Resultat, welches durch die gewöhnliche Theorie nicht ge- 
wonnen werden kann. Ist mit Gewissheit vorherzusehen, dass £i' 
sehr gross gegen JÖ, ' und ß" sehr gross gegen i?," ist; so ergiebt sich 
angenähert 

si' "" n, 



; VI 



In diesem Falle werden übrigens die Ausflussgeschwindigkeiten F, ' 

= v2gh^ und F, " = V2gh.^ von den Ein- und Ausflussöff'nungen 
ganz unabhängig, die Summe der Arbeiten verliert alle Variabelen und 
es kaim von einem Maximum dieser Summe überhaupt keine Rede sein. 
Ich hebe hervor, dass wenn die Druckhöhen Ä, , Äg, A3 ... über 
den Ausflussöffnungen sämmtlich einander gleich sind, wie in dem zuerst 
betrachteten Falle, der grösste Gewinn an Arbeit das nämliche Resultat 
ergiebt, wie die grösste Ausflussmenge, weil alsdann die Druckhöhe als 
ein allen Gliedern gemeinschaftlicher Faktor verschwindet, dass jedoch bei 
verschiedenen Druckhöhen , also allgemein, nicht die grösste 
Ausflussmenge i2,' F/ + n^'' V," +-ß,"'F,'" + ... die zu 
erfüllende Bedingung ist. Diese Bedingung würde in dem letzten 
Falle zu der unrichtigen Gleichung 

7>4-(ß.^-_— r)^.2- - \^2/« ~h~ 

führen. 

Wir bemerken noch, dass sich eine in einem Gefässe im Beharrungs- 
zustande sich bewegende Wassermenge von einem gewöhnlichen Stab- 
systerae dadurch unterscheidet, dass dieselbe unausgesetzt Zufluss erhält, 
dass ihr also fortwährend eine gewisse Menge lebendiger Kraft zugeführt 
wird, welche durch die Arbeit der bewegenden Kräfte nicht erzeugt zu 
werden braucht. 

73« Die Bewegung des Wassers in einem verzweigten 
RÖlirennetze« Die Bewegung des Wassers in einem Röhrennetze mit 
mehreren Ein- und Ausflussöffnungen und mit Verzweigungen, welche bald 
die Vereiniguug, bald die Trennung mehrerer Stränge erfordern, kann 
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durch die gewöhnliche, auf die Bewegung in parallelen Querschichten sich 
stützende hydraulische Theorie nicht bestimmt werden: dieselbe erfordert 
nothwendig die Auflösung des Stromsystems in Stromfäden. Das genaue 
Verfahren, welches die Auflösung in unendlich dünne Fäden verlangt, 
würde sehr komplizirte Formeln ergeben: für die Praxis kann man sich 
mit gewissen Vereinfachungen begnügen, welche im Wesentlichen darin 
bestehen, dass man jedes zwischen zwei Vereinigungs- oder Trennungs- 
stellen liegende Stromstück als eine endliche Anzahl von Strömen 
auffasst, welche in parallelen Querschichten mit verschiedenen Geschwindig- 
keiten und hydraulischen Pressungen neben einander her fliessen. Die 
bewegenden und hemmenden Kräfte eines jeden solchen einfachen Fadens 
von endlicher Stärke liefern eine Gleichung ganz von der Beschaffenheit 
der letzten Formel aus Nr. 19. Wenn nämlich in einer zwischen den 
Längenordinaten /3^ und ^.^ und den vertikalen Höhenordinaten £, und ^^ 
liegenden Röhrenstrecke von der Länge £^2 — ^i ~ ^ ^^^ ^®^' Höhen- 
differenz Cy — t,i = h n Fäden betrachtet werden, welche für die Ordi- 
naten ^ und £ die Querschnitte o)', cd", co'" . . ., die Geschwindigkeiten 
v' , v'\ v'" . . ., die Durchflussmassen w*', m" , m'" . . ., die hydrau- 
lischen Pressungen p' , p" , p'" . . . haben, welche ferner an dieser Stelle 
die Röhren wand in den Bogenlängen ß' , ß" , ß'" ... benetzen, während 
der erste Faden den 2., 3. , 4. ... Faden in den Flächen Y\iy Yn^ 
y^^ . . ., der zweite Faden den 1., 3., 4. ... Faden in den Flächen 
Y'ix y ^?3 > ^24 • • •» ^^^ dritte Faden den 1., 2., 4. . . . Faden in 
den Flächen ^3,, y.^^, y^^ ... u. s. w. berührt, sodass Yx'i = /21 > ^13 
^== y-6\^ YrA ^^ y^'i ^- ^- ^* ^s^» s^ ^^^ man, wenn ß den Querschnitt 
der ganzen Röhre an der fraglichen Stelle, V die mittlere Geschwindig- 
keit, P den mittleren Druck, ^^ den Umfang der Röhre daselbst, M die 
Durchflussmasse bezeichnet. 



Cr) P -j- 0) 2? -\- lO p T" . . 



= ß 

IM. 

= B 

deren Summe = Jf ist. 



Die Durchflussmassen m\ m" , m'" . . 
sind von z unabhängig. 

Für die Ordinaten z^ und z^ bezeichnen wir alle diese Grössen durch 
Hinzufügung des Zeigers 1 und 2. 

Was die Formel aus Nr. 19 für die hydraulische Bewegung in pa- 
rallelen Schichten des ersten Fadens betrifft; so ist zu erwägen, dass die- 
selbe die Momentengleichung aus Nr. 17 nicht unmittelbar, sondern nach 
vorgängiger Division mit der Geschwindigkeit v' darstellt. Durch diese 
Division verschwindet die erste Potenz von v' aus allen Gliedern, weil 
alle Arbeiten der Geschwindigkeit v' proportional und daher alle Glieder 
in eine Potenz von v' multiplizirt erscheinen. Letzteres ist nicht mehr 
der Fall, sobald der Gleitungswiderstand zwischen zwei benachbarten 
Stromfäden in Rechnung gestellt wird, weil die Arbeit dieses Wider- 
standes nicht der Geschwindigkeit v' des einen Fadens, sondern der 



200 



Anwendungen auf die Hydraulik. 



Differenz v' — v*' y bezw. v' — v'" , v' — v"" etc. der Geöchwindig- 
keiten der sich berührenden Fäden proportional ist. Die Division der 
Differentialgleichung des ersten Fadens durch v' erzeugt daher in dein 
dritten Gliede auf der rechten Seite ausser den von v' unabhängigen Gliedern 
solche, welche die Faktoren 



V — V 



4t 



n 



v' — v'" 
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V' 
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V 



tu 
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u. s. w. haben. Hierin sind die Massen m', m'\ m'" . 
abhängig. 

Hiernach wird das dritte Glied auf der rechten Seite der letzten 
Gleichung aus Nr. 19 wegen der Gleitungswiderstände , welche der erste 
Faden an der Röhren wand und an dem 2., 3., 4. . . . Faden er- 
leidet, für £ = 0, wenn man den Gl eitungs widerstand pro Flächeneinheit 
zwischen zwei benachbarten Fäden allgemein mit ;^, also speziell mit 

X\iy X\-6f Xu • • • Xu 1 ^23» X2i • • • ®^^' bezeichnet, 
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Hierin ist 

y = 4: (a 4- et?' + du*) 

Xi2 =+(«' + c'iV - V') + d'iv' - v'r) 
Xi.^ = + (a' + &{v' — f?"0 + d'(v' — &")^) 

etc., worin wir die in p multiplizirten Glieder unterdrückt haben. 

Geschwindigkeiten t?', v'\ v'" . . . durch 



c z 



Da die 



m' m" m'" 



/J> 0) 



4 f 



/Hü)'" fJ.(0'" 



er- 



setzt werden können und die Grössen m\ m'% m'** . . . zwischen den 
Grenzen z^ und ^g ^^s Integrals konstant sind; so stellt der letztere Aus- 
druck ein Integral dar, worin die Variabelen w', w", &)'" . . . beliebige 
Funktionen von z bezeichnen, welche nur an die vorausgeschickten all- 
gemeinen Bedingungen gebunden sind. Der Werth dieses Integrals ist 
wegen der Unbestimmtheit der Grössen w', o>", o)'" . . . weder für den 
ersten, noch für jeden anderen Faden unmittelbar darzustellen: erst das 
Prinzip des grössten Gewinnes an Arbeit, welches die Formeln aller 
einzelnen Fäden miteinander verbindet, bringt die Entscheidung über die 
Werthe jener Grössen. 

Obgleich der zur Auflösung führende Weg ein fest gewiesener ist; 
so stellen sich demselben doch in einem verzweigten Röhrennetze erheb- 
liche Schwierigkeiten durch die grosse Anzahl der Fäden, in welche die 
Röhren zu zerlegen sind, entgegen. Denn vereinigen sich an irgend einer 
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Stelle n Fäden zu einem gemeinsamen Strome, welcher sich später iii n* 
Stränge theilt; so genügt nicht die Zerlegung dieses Stromes in n Stränge: 
denn jeder solcher Strang giebt einen Faden an jeden der n* getrennten 
Stränge ab; der Strom ist also in nn' Fäden zu zerlegen. Dieser 
Schwierigkeit, welche bald unbesiegbar wird, gehen wir durch folgende 
Vereinfachung aus dem Wege, welche sich durch die Natur des flüssigen 
Systems als eine zulässige Abkürzung rechtfertigt. 

Diese Vereinfachung besteht in der Annahme, dass mehrere in ziemlich 
engen Röhren zusammenfliessenden Ströme vermöge der Adhäsion sehr bald, 
d. h. sehr nahe hinter der Vereinigungsstelle einen gemeinschaftlichen 
Strom, nämlich einen Strom mit gleicher Geschwindigkeit aller Punkte des 
gemeinsamen Querschnittes und mit gleichem hydraulischen Drucke in 
allen diesen Punkten bilden , femer , dass die Trennung eines Stromes in 
mehrere Stränge sehr nahe vor dem Endpunkte des gemeinschaftlichen 
Stromes erfolgt, dass also das ganze Röhrennetz in die durch die Ver- 
einigungs- und Trennungspunkte bestimmten gemeinschaftlichen Ströme 
zerfäUt, zwischen welchen ganz kurze Übergangsstrecken mit getheilten 
Strömen von verschiedener Geschwindigkeit und Pressung liegen, in 
welchen die Arbeit aller Gleitungswiderstände wegen der Kürze des Weges 
veiTBchwindend klein ist, also annuUirt werden kann. 

Hiernach zerfällt z. B. das in Fig. 56 dargestellte Böhrennetz mit 3 
Eiufluss- und 2 Ausflussöifnungen in folgende Theile. a' 6, a" b, a'*' d, e d, 
^fy 9 h i h yh ^ A, m n sind gemeinschaftliche Strecken, 6 c, de, hi sind 
Übergangsstrecken der ersten Art, in welchen sich mehrere Ströme ver- 
einigen, fg^ l m sind Übergangsstrecken der zweiten Art, in welchen sich 
ein Strom in mehrere Ströme trennt. Für jede gemeinschaftliche Strecke 
gilt bei Röhren mit kreisförmigem Querschnitte nach Nr. 19 die Formel 



V - o,* = 2^(C, -£,)- — (|>, - p.) + --- / -^ dz 



worin sich ü,, «,, C,, p, auf den Anfang und v^, Wg, ^2» P2 *"^ ^^ Ende 
der Strecke beziehen. Für eine Übergangsstrecke der ersten Art, in 
welcher sich n Ströme vereinigen, hat man für die einzelnen Ströme die 
Gleichungen 

v^ v;^ = — - Q> - jp,) 

2 

2 
v' — v^'' = (p — p.,) 

etc., worin sich t;, , o), , p^ auf den Anfang des ersten , Vg , Og , P2 auf 
den Anfang des zweiten, v^ , w.^ , p.^ auf den Anfang des dritten Stromes 
u. s. w., V, p dagegen auf das Ende jedes dieser Ströme, welches zugleich 
der Anfang des darauf folgenden gemeinschaftlichen Stromes ist, beziehen. 
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Die Querschnitte der Enden der n einzelnen Ströme, deren Summe den 
Querschnitt o) des gemeinschaftlichen Stromes ausmacht, seien o)', m", 
it\ ... 

Durch Subtraktion je zweier der vorstehenden « Gleichungen ergeben 
sich die w — 1 Gleichungen 

Q 

(i>3 - i>l) 



w 


-< - 




%' 


-«.« = - 


2 



U' 



etc. Dieselben drücken Beziehungen zwischen den im Anfange der sich 
vereinigenden Ströme herrschenden Geschwindigkeiten und hydraulischen 
Pressungen aus, lehren also, dass von diesen 2 n Grössen nur 2 n — (n — 1) 
= w -(- 1 unabhängig, die übrigen n — 1 aber Funktionen von jenen sind. 

Hiernach ergeben irgend zwei der aufgestellten n Gleichungen die 
Werthe von x> und 2>» also die im Anfange der folgenden gemeinschaft- 
lichen Strecke herrschende Geschwindigkeit und Pressung als Funktionen 
der eben erwähnten unabhängigen Variabel en. 

Für emc Ubergangsstrecke der zweiten Art, in welcher ein Strom 
sich in n Ströme trennt, hat man für die einzelnen Ströme die Gleichungen 

v,2 ~ v^ ^ — ^ (p, — I?) 

u. s. w., welche der Form nach mit den vorhergehenden identisch sind. 
Auch aus diesen folgt, dass zwischen den am Ende der sich trennenden 
Ströme herrschenden Geschwindigkeiten und Pressungen n — 1 Beziehungen 
bestehen, sodass von diesen 2w Grössen nur n + 1 unabhängig bleiben, 
welche die Werthe der übrigen als Funktionen jener unabhängigen Grössen 
und der beiden Grössen v und p ergeben. 

Von den unabhängigen Grössen nehmen die mit dem Systeme ge- 
gebenen Grössen, also namentlich die hydraulischen Pressungen in den 
Ein- und Ausflussöifnungen bestimmte Werthe an. Nachdem diese sub- 
stituirt sind , liefert der Inbegriff aller für die gemeinschaftlichen und die 
Übergangsstrecken gültigen Gleichungen nebst den selbstverständlichen Be- 
ziehungen zwischen den Geschwindigkeiten und den Querschnitten ein 
System von Gleichungen , deren Anzahl kleiner ist , als die Anzahl der 
darin verbleibenden unabhängigen Variabelen. Diese Letzteren nun, gleich- 
viel, ob sie als Querschnitte, oder als Geschwindigkeiten, oder als Drucke 
erscheinen, werden schliesslich durch das Prinzip des grössten Gewinnes 
an lebendiger Kraft bestimmt. Dieses Prinzip fordert, wenn fi', iV . . . 
die EinflussöflFnungen , F, F" ... die entsprechenden Einflussgeschwindig- 
keiten, m' , m" ... die Einflussmassen, ß, ', ß, "• . . . die Ausflussöflhungen, 
F, ', 7/' ... die Ausflussgeschwindigkeiten, m, ', m," ... die Ausfluss- 
massen sind, sodass m, ' + m," + . . . = m' -f m" + ... ist, dass 

(m,' 7,'* 4- m," 7,"- + ...)_ (m' F'^ + m"V"^ + . . .) 

oder dass wegen m' = ^ il' 7' etc. 

(ii/ 7,'3 -f. ß," 7/'3 -|_ . . .) _ (ü' V' + il" F'> + . . .) 
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ein Maximum sei. Hierdurch erhalten alle unabhängigen Grössen feste 
Werthe und die Bewegung in einem noch so verwickelten Röhrennetze wird 
in. allen Punkten genau bestimmt. Die grösste Ausflussmenge oder das 
Maximum von m' + m'' + . . , oder von ü' T -f il" Y" -fr ... ist 
indessen kein Merkmal für den wirklichen Bewegungszustand. 

Für einen einfachen Fall gestaltet sich die Rechnung bei Zugrunde- 
legung der Hypothese von der Bewegung der Flüssigkeit in parallelen 
Schichten folgendermaassen. Aus einem Gefässe mit grosser Einfluss- 
öifiiung ergiesse sich Wasser in eine vertikale Röhre vom kreisrunden 
Querschnitte il vom Durchmesser D, Diese Röhre habe in der Tiefe Ä, 
die Ausfluösöflfnung o), , aus welcher das Wasser mit der Geschwindigkeit 
v, austrete, und in der grösseren Tiefe Äg ^^^^ zweite und letzte Öffnung 
072 , aus welcher das Wasser mit der Geschwindigkeit v^ austrete. Die 
Geschwindigkeit in der oberen Strecke sei F, und in der unteren Strecke 
Fg i sodass also die gesammte Ausflussmenge fi F, = o), », + w^ v^, 

femer Ü V^ = m^v.^, folglich F, = ~^ TT "^^ ^2 = -^ 

ist. Wenn W^ ~ (jmy = .(/^"i V, ,a und tv^ — gm^ = yahV^ fJi die Ge- 
wichte der in den Querschnitten o), und to^ ausfliessenden Massen m, 
und mg sind , und in allen Öffnungen der atmosphärische Druck herrscht, 
während der Reibungskoeffizient = x ist ; so hat man bei Vernachlässigung 
der bekannten kleinen Glieder die Momentengleichung 



= 2(7 (m, A, -f m^\) 
oder, wenn man m, = a), v, fj und iWg = Wg v^ fj setzt, 

.; « 3 _4_ ,, ,, 8 , , Ä| («. '^y + (^hv,? X V *2 — ^. «a' „ . 

O), V, + M.,V.^ + X ß pj- + X — jf— -^ ^2 

= 2 ^ (Äj (1)2 ü, + k^ W2 t?2) 

Mit dieser Beziehung zwischen v^ und v^ ist nun die Bedingung zu 
verbinden, dass m, i?,"^ + m2t^2^ — (^^ ^1^ + ^^2^2^) /"' ®^^ Maximum, 
folglich o)^Vy'^ ^^1 + (fh'^2^ "^^'2 = ^ s®^- Dilferentiirt man die zwischen 
Cj und «?2 gefundene Beziehung; so ergiebt sich 

3 o), Vy'^dvi + 3 0)2 v^'^ dv^ + 3x -^- ^^^^ (0), «?, + 0^2 Vg)^ (w, dv^ -f Wa ^«^2) 

h — h ■ " 

+ 3;^ -j)cyr ^h'^2^ ^«^2 ^ 2^(A, Wi ßt?, + hc^o^^dv,^) 

Substituirt man hierin wegen des Maximums den Werth dv2 

CO V ^ 

= — — - — ^ ^v,: so verschwindet dv, als gemeinschaftlicher Faktor 

0^2 ^2 

aller Glieder und man erhält eine zweite Beziehung zwischen v^ und V2, 
welche mit der ersten genügt, um v^ und V2 zu bestimmen. 

Ist die Röhre in der Tiefe Ä , wo die Öffnung o)., liegt, vertikal 
nach oben umgebogen und endigt sie in dem umgebogenen Theile in der 
Höhe Äj mit der Öffnung o)j ; so bleibt die erste Gleichung bestehen, 
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wenn man im dritten Gliede auf der rechten Seite h^ in h^ verwandelt 
und die rechte Seite = 2g[m^ih2 + m, Qi^ — Ä,)} = 2g Wija^^^ + 
(Ä2 — Äi) Wjt;, } fj' setzt. 

Wenn man den Reibungskoeffizienten x = setzt, wird im ersten 
Falle die erst« Gleichung 

w, t?,3 + a^^v^^ = 2g(h^(o^v^ + hoi^v^) 

(t) V ^ 

und wegen dvo = — « dv, 

«2 ^2 



= 2^0). (ä. -ä, ^^) 



V2 

also t;^ = t', 1/ -^ 

Eine Substitution dieses Werthes von v^ in die erste Beziehung liefert 

v^ =V^2(gfÄ, und v.^ = V^2^Ä2- Diese Werthe von », und v.^ waren 
vorauszusehen. (Wollte man die Ausflussmenge (x)^v^ -\- ojg V2 zu einem 

Maximum machen , also S t;« = — — - d v, setzen ; so ergäbe sich als 

«2 
zweite Beziehung zwischen v^ und V2 

welche zu ganz anderen, mit der Wirklichkeit nicht harmonirenden Werthen 
führen würde, da die dem wahren Maximum entsprechenden Werthe 

v, = V^2gh^ und V2 = V"2^Ä2 ^^® letztere Gleichung nicht er- 
füllen, vielmehr durch Substitution in dieselbe die Unmöglichkeit 3=1 
nach sich ziehen). 

74. Der Stoss des Strahles. Man nennt die Begegnung eines 
Wasserstrahles mit einem starren Körper oder mit einem anderen Strahle 
den Stoss des Wassers, wiewohl im Beharrungszustande, also nach den 
ersten Augenblicken des Zusammentreifens von einer plötzlichen Ver- 
änderung der Geschwindigkeit, also von einem eigentlichen Stosse keine 
Rede sein kann. Die Wirkung • des dauernden Zusammentreifens einer 
flüssigen Masse mit einer anderen flüssigen oder starren Masse oder die 
Tendenz Beider zum Eindringen in denselben Raum besteht lediglich in 
der allmählichen Ablenkung der Bewegungsrichtungen beider Massen, im 
Allgemeinen also in der Erzeugung gekrümmter Bahnen, wobei sich die 
flüssige Masse in krummlinige elementare Fäden mit und ohne Wirbel 
auflöset, welche Zentrifugaldruck gegeneinander und gegen die von 
aussen berührten Körper ausüben und in Folge der verschiedenen Ge- 
schwindigkeiten der einzelnen Fäden Gleitungswiderstände erzeugen, 
welche Arbeit erfordern und dadurch lebendige Kraft verzehren. 

Wenn man den Grenzfäden irgend eine beliebige der unendlich vielen 
mögh'chen Formen mit entsprechenden Querschnitten verleihet, nehmen 
alle übrigen Fäden bestinunte Formen an und das ganze Bewegungssystem 
wird bestimmt. Da es aber in der Wirklichkeit für die Grenzfäden keine 
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dieselben fest bestimmenden Bedingungen giebt; so bleibt das ganze 
System unbestimmt. Die Abweichung der Fäden von der ursprünglichen 
Bahn kann früher odei; später beginnen, die Krümmung der Fäden kann 
schwächer oder stärker und demzufolge der Verlust an lebendiger Kraft 
kleiner oder grösser sein. Diese Unbestimmtheit wird durch das Prinzip 
des grössten Gewinnes, bezw. des kleinsten Verlustes an lebendiger Kraft 
beseitigt. Trifft ein Strom mit einem anderen Strome oder einem anderen 
Körper zusammen, und nimmt die lebendige Kraft des einen im Zeit- 
elemente um den Betrag L zu, die des anderen aber um den Betrag i, 
ab; so muss, wenn L > L^ ist, der Gewinn L — L, an lebendiger 
E[i*aft ein Maximum,, wenn aber , wie bei einem Zusammenstosse stets 
der Fall, L, > L ist, muss der Verlust L^ — L, an lebendiger Kraft 
ein Minimum sein. Ist im letzteren Falle der gestossene Körper absolut 
fest, trifft also ein Wasserstrahl auf eine feste Wand; so ist L = 0, 
also der Verlust L^ des Wasserstrahles an lebendiger Kraffc ein Minimum. 

Nur die Gleitungswiderstände verzehren in einem flüssigen Strahle 
lebendige Kraft, nicht die Zentrifugalkräfte unmittelbar. Da sich die 
Arbeiten der inneren Gleitungswiderstände der flüssigen Fäden gegen- 
seitig aufheben;- so sind es auch nur die äusseren Gleitungswiderstände 
zwischen der Flüssigkeit und den Aussenwänden , welche einen Verlust 
an lebendiger Kraft hervorbringen. Eine völlig adhäsionslose Flüssigkeit 
würde daher auch bei dem Auffallen auf eine feste absolut glatte ebene 
Fläche keine lebendige Kraft verlieren, das Minimum L^ würde = 
werden. Die Zentrifugalkräfte würden bei dem schiefen Stosse die 
Vertheilung der Fäden nach den Radien des um den Stosspunkt be- 
schriebenen Kreises beeinflussen. Beim geraden Stosse würde diese 
Vertheilung nach allen Radien gleich sein, die Flüssigkeit würde sich vor 
der getroffenen Fläche plötzlich umbiegen auf dieser Fläche kreisförmig 
ausbreiten. Bei dieser Ausbreitung würde kein Verlust an lebendiger 
Kraft eintreten; man hat aber nach Nr. 12 und 13 zu beachten, dass 
sich die gesammte lebendige Kraft eines Fadenelementes aus direkter und 
seitlicher lebendiger Kraft zusammensetzt, deren Summe konstant bleibt, 
deren Bestandtheile aber variiren können. In der That verwandelt sich 
in dem System des auf einer Fläche sich ausbreitenden Strahles die direkte 
in seitliche lebendige Kraft. 

Kein Fall zeigt deutlicher, als der vorstehende, dass die Ausfluss- 
menge es nicht ist, welche ein Maximum wird, da dieselbe ja stets der 
Einflussmenge gleich, also hier trotz aller Widerstände eine bestimmte 
gegebene Grösse bleibt, dass sich das Maximum vielmehr auf den Gewinn 
oder das Minimum auf den Verlust an lebendiger Kraft bezieht. 

Treffen zwei ganz gleiche Strahlen in* derselben geraden Linie mit 
entgegengesetzten Geschwindigkeiten zusammen; so breiten sie sich offen- 
bar in einer normalen Fläche aus. Der Fall unterscheidet sich von dem 
vorhergehenden jedoch dadurch, dass die sich berührenden Fäden beider 
Strahlen mit gleichen Geschwindigkeiten neben einander her laufen, dass 
also in der normalen Grenzfläche kein Gleitungswiderstand stattfindet, dass 
vielmehr nur die Gleitungswiderstände in Betracht kommen, welche die 
gekrümmten Fäden jedes Strahles gegen einander und gegen die von der 
Luft begrenzte Aussenfläche ausüben. Im luftleeren Räume würden also 
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in diesem Falle alle Gleitungswiderstände keinen Verlust an lebendiger 
Kraft erzeugen, sondern nur eine fortschreitende Veränderung der direkten, 
lateralen und peripherischen lebendigen Kraft hervorbringen. Diese That- 
sache verleihet dem Stosse von Flüssigkeiten einen ganz anderen Charakter, 
als dem Stosse starrer Körper oder vielmehr, sie benimmt dem ersteren 
das Wesen des Stosses. 

Stossen die beiden gleichen horizontalen Strahlen A C und B C unter 
einem spitzen oder rechten Winkel bei 6V(Fig. 57) zusammen; so werden 
sich dieselben in einer durch CD gehenden vertikalen Ebene nach Fig. 58 
in einem Schleier ECF ausbreiten. Wenn man diesen Schleier durch 
eine zylindrische Fläche EF vom Radius CE = r schneidet, deren 
horizontale Axe durch C geht; so bietet dieselbe einen Querschnitt von 
der in Fig. 59 dargestellten Form dar. Im Mittelpunkte D dieses Quer- 
schnittes begegnen sich die Fäden, welche in der horizontalen Ebene 
ABDam stärksten gekrümmt sind und mit der Summe der Zentrifugal- 
kräfte aller in der Fläche GD oder HD horizontal nebeneinander 
liegenden Fäden aufeinander drücken. Dieser horizontale Zentrifugaldruck 
erfordert einen gleich starken Zentrifugaldruck in vertikaler Ebene, welchen 
die vertikal sich auf- und abwärts krümmenden Fäden in den Flächen 
ED und FD hervorbringen. Hieraus folgt, dass der Schleier in der 
Entfernung r eine bestimmte Höhe EF annehmen muss. In jedem 
zwischen G und D liegenden Punkte ist der horizontale Zentrifugaldruck 
schwächer als bei D, mithin muss auch der vertikale Zentrifugaldruck 
schwächer, also die zu D E parallele Linie kürzer als DE sein, d. h. 
der Querschnitt des Schleiers muss die in Fig. 59 dargestellte Figur von 
bestimmter von r abhängiger Höhe und Breite haben. 

Diese Höhe und Breite ist durch die Zentrifugalkräfte, also durch 
die Krümmung der elementaren Fäden bedingt, und diese Krümmung be- 
dingt andererseits die Gleitungwiderstände und den Verlust an lebendiger 
Kraft. Der letztere Verlust muss nach unserem Prinzipe ein Minimum 
sein, und hierdurch bestimmt sich das ganze System von Formen und 
Bewegungen, welches ohne dieses Prinzip unbestimmt bleiben würde. 
Übrigens verursacht bei zwei Strömen von gleicher Stärke und Ge- 
schwindigkeit nur der Gleitungswiderstand an der Luft in der Aussen- 
fläche einen Verlust an lebendiger Kraft. 

Das Zusammenstossen unter einem -stumpfen Winkel erzeugt einen nach 
allen Seiten sich ausbreitenden Schleier, dessen Dicke in der nach vorn 
gestreckten Mittellinie am stärksten und in der nach hinten gerichteten 
Mittellinie am schwächsten ist. 

Dass in allen vorstehenden Fällen die Schwere auf die Flüssigkeits- 
elemente je nach der Richtung ihrer Bewegungen eine beschleunigende 
und verzögernde Wirkung ausübt und dadurch die Form des sich nach 
dem Stosse ausbreitenden Stromes mit bedingt, ist selbstverständlich. 

75. Absolute und relative Bewegung. Die Begriffe der ab- 
soluten und relativen Bewegung haben verschiedene Bedeutung. In 
einem gegebenen Systeme von Elementen versteht man unter der absoluten 
Bewegung eines Elementes dessen selbstständige, ohne Beziehung zu anderen 
Elementen gegebene, lediglich in Beziehung zu den festen Grundaxen 
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eines ruhenden Baumes bestehende Bewegung, unter der relativen Be- 
wegung eines Elementes aber dessen Bewegung in Beziehung zu der eines 
anderen Elementes, also in Beziehung zu unfesten Grundaxen. Die ab- 
solute Bewegung eines Systems ist demnach seine Bewegung in einem 
ruhenden Eaume, die relative Bewegung hingegen seine Bewegung in 
Beziehung zu anderen Systemen. Immer wird bei der absoluten Bewegung 
ein Baum , in welchem die Bewegung erfolgt, als ruhend vorausgesetzt, Und 
demzufolge wird bei der mathematischen Betrachtung eines mechanischen 
Systems angenommen, dass die Elemente die ihnen zugeschriebenen 
Geschwindigkeiten als absolute besitzen, dass diese Geschwindigkeiten also 
nicht durch Komponenten, welche die Bewegung des sie umfassenden 
Baumes sind, verändert werden. Durch Versetzung eines. Systems aus 
einem ruhenden in einen bewegten Baum ändert sich sein mathematischer 
Werth, und diese Änderung wiederholt sich so oft, als der zuletzt als 
ruhend angenommene Baum in einen bewegten verwandelt oder der ruhende 
Baum erweitert wird. Der universelle oder eigentliche Weltraum befindet 
sich, weil ausser ihm ke.in Baum existirt, weil er also keine 
Beziehung zu einem weiteren Baume haben kann, ohne Frage in Buhe: 
er stellt zugleich den einzigen allgemeinen oder den wahrhaft absoluten 
Baum dar, welcher alle vorhin erwähnten speziellen Bäume umfasst. 
Weil aber der universelle Baum unendliche Weite hat ; so kann er 
unendlich viel engere spezielle Bäume einschliessen , und hieraus folgt, 
dass ein Körper in dem Welträume eine bestimmte absolute Bewegung 
hat, welchß jedoch dem Menschengeiste wegen der unendlichen Vielheit 
der speziellen Bäume, welche der Bewegung des Körpers ebenso viel 
Komponenten verleihen, stets verborgen bleibt. Die absolute Bewegung 
eines Körpers im Welträume heisst wohl seine wahre Bewegung: die- 
selbe bildet den Gegensatz zu der scheinbaren Bewegung, wobei die 
Scheinbarkeit jedoch nicht im Sinne des optischen Scheins, sondern im 
Sinne der mathematischen Anschaulichkeit zu verstehen ist. Ausser der 
absoluten und relativen, der wahren und der scheinbaren Bewegung kömmt 
noch die wirkliche, im Gegensatze zu einer möglichen oder 
hypothetischen, oder angenommenen, in Betracht. Es ist darunter die 
thatsächliche, die bestehende, die in der That zur Erscheinung kommende, 
die verwirklichte zu verstehen, welche stets ein spezieller Fall der in dem 
gegebenen ruhenden Baume möglichen Bewegungen ist. 

Nach Vorstehendem kennen wir nicht die wahre Bewegung eines 
Körpers, sondern nur eine scheinbare oder anschauliche, wie sie innerhalb 
eines als ruhend gedachten Baumes vor sich geht. Diese scheinbare 
Bewegung wird mathematisch immer wie eine absolute oder wahre auf- 
gefasst und bestimmt: die mechanischen Formeln haben immer nur für 
das in einem bestimmten ruhenden Baume zur Erscheinung kommende 
System Gültigkeit und ändern sich sofort bei dem Übergange zu einem 
weiteren Baume, in welchem der erstere mit seinem Inhalte sich bewegt. 
In dem gegebenen Baume, welcher in der Mathematik die Bolle des 
absoluten Baumes spielt, liefern die allgemeinen Formeln die Erkenntniss 
aller möglichen speziellen Bewegungen, worunter die wirkliche 
Bewegung der den wirklich gegebenen Daten entsprechende spezielle 
Fall ist. 
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Bei den gewöhnlichen Bewegungen auf der Oberfläche der Erde gilt 
die Erde als ruhend. Sobald wir die Umdrehung der Erde in Betracht 
ziehen, erhalten die Geschwindigkeiten aller Körper gewisse Komponenten 
und liefern ein ganz anderes System: denn wenn dadurch auch für nahe 
bei einander liegende Körper nicht die augenblicklichen relativen Ge- 
schwindigkeiten, so werden doch die lebendigen Kräfte derselben und ihre 
Bahnen geändert. Wird auch die Bewegung der Erde im Sonnensysteme 
berücksichtigt; so ändern sich abermals die mechanischen Systeme auf 
der Erde und ihre Formeln. Eine mit der Geschwindigkeit v auf der 
Erde von Ost nach West sich bewegende Masse m hat in einer Maschine 
die lebendige Kraft mv^, im terrestrischen Systeme jedoch, wenn u die 
Geschwindigkeit der Erde von West nach Ost ist, die lebendige Kraft 
m (v — u)'^, im Planetensysteme aber in diesem Augenblicke, wenn 
sich die Erde gerade rechtwinklig zu jener Bahn bewegte, die lebendige Kraft 
m (v — w)'^ + mUi^, Die mechanische Formel bringt also niemals die 
wahre Bewegung in Welträume, sondern immer eine relative Bewegung, 
welche als eine absolute Bewegung in einem gegebenen ruhenden Räume 
aufgefasst wird, zur Erkenntniss und ändert sich mit diesem Räume. 
Diese Änderung kann durch die Komponenten in Rechnung gestellt werden, 
welche die Bewegung des alten Raumes in dem neuen darstellen, indem 
sich diese Komponenten zu den früher gegebenen Geschwindigkeiten der 
einzelnen Körper gesellen. 

Im Allgemeinen ändern sich übrigens mit dem Räume, in welchem 
ein System sich bewegt, nicht nur die Geschwindigkeiten der Elemente 
des Systems, sondern auch die bewegenden Kräfte nach Stärke oder 
Richtung, und es treten nicht selten neue Kräfte und neue Massen in das 
System oder aus demselben heraus: es ergiebt sich also meistens ein 
wesentlich anderes mechanisches System, welches im Laufe der Zeit t 
eine ganz andere Erscheinung darbietet, als das frühere System in dem 
früheren Räume. Von allen möglichen Fällen zeichnet sich einer als 
besonders wichtig aus: es ist der, welcher den Geschwindigkeiten 
aller Elemente des ersten Systems einunddieselbe dauernd 
gleiche Komponente ertheilt, sonst aber alle Kräffce und Massen un- 
geändert lässt. 

In diesem Falle bleiben zunächst im Augenblicke des Überganges 
oder im Anfange der Zeit t die relativen Bewegungen aller Elemente 
ungeändert. Während der Zeit t verrichten daher die bewegenden Kräfte, 
welche den früheren gleich bleiben, gleiche Arbeiten, weil jede Arbeit 
das Produkt einer Kraft und des Weges ihres Angriffspunktes ist , der 
letztere Weg aber der relativen Bewegung des drückenden und des 
gedrückten Elementes entspricht (Diess gilt nicht nur. für die Arbeit von 
Gleitungs- oder sonstigen Widerständen, sondern auch von der Arbeit 
attraktiver und repulsiver Kräffce, z. B. von der Wirkung der Schwere, 
wobei selbstredend dem Erdkörper dieselbe Geschwindigkeits- 
komponente zuertheilt werden muss, welche allen übrigen Elementen 
des Systems verliehen wird, da zu jedem mechanischen Systeme, im welchem 
die Schwere wirkt, die gravitirende Erde als integrirender Bestandtheil 
gehört, dessen Masse nur desshalb nicht in die gewöhnlichen Formeln 
eintritt, weil sie ruhet und gegen die übrigen Massen des Systems un- 
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geheuer gross ist). Wenn aber alle Arbeiten und Massen in der Zeit t 
den früheren gleich bleiben; so muss auch der in dieser Zeit entstehende 
Gewinn an lebendiger Kraft für das Gesaramtsystem dem früheren 
gleich bleiben und überhaupt wird der relative Bewegungszustand, 
d. h. die relative Geschwindigkeit der Elemente, die relative lebendige 
Kraft derselben und ihre relativen Spannungen oder Drucke, den in dem 
früheren Systeme während derselben Zeit t sich ergebenden gleich sein. 
Es wird noch bemerkt, dass Massen, welche in dem ursprünglichen 
Systeme ruhen, also im späteren Systeme sich mit einer konstanten 
Geschwindigkeit bewegen, zwar in dem neuen Zustande lebendige Kraft 
besitzen, aber keinen Gewinn an lebendiger Kraft herbeiführen, 
dass überhaupt die gesammte lebendige Kraft des neuen Systems eine 
andere sein und sich über die Elemente anders vertheilen kann, als im 
alten Systeme, ohne jedoch den Gewinn oder Verlust an lebendiger Kraft 
zu beeinflussen. 

76. Anwendung auf das System eines starren Korpers in 
einem Strome« Um die Bedeutung des letzten Satzes in das rechte 
Licht zu stellen, wollen wir zunächst einige Fälle anführen, auf welche 
er nicht anwendbar ist. Ein Fall dieser Art ist der , wo der neue 
R^um sich um eine Achse drehet, also den Elementen des Systems 
Geschwindigkeitskomponenten von verschiedener Grösse und Richtung er- 
theilt. In diesem Falle entstehen neue Zentrifugalkräfte zwischen den 
Elementen, welche ein ganz anderes System bedingen. 

Fasst man z. B. eine Flüssigkeit ins Auge, welche in einem ruhenden 
Gefässe rotirt und demzufolge einen parabolischen Spiegel bildet; so 
würde, wenn man dem ganzen Systeme mitsammt dem Gefässe eine 
Rotationsbewegung hinzufügt, welche der Flüssigkeit direkt entgegengesetzt 
ist, die Flüssigkeit in absoluter Ruhe und das Gefäss in Umdrehungs- 
bewegung erscheinen. Der neue Zustand entspricht aber dem alten wegen 
der Veränderung der Zentrifugalkräfte durchaus nicht: wenn die Gefäss- 
wand keinen Gleitungswiderstand darbietet, wird die Flüssigkeit einen 
horizontalen Spiegel darbieten. 

Ein anderer ausgeschlossener Fall ist der, wo die Geschwindigkeit 
des neuen Raumes zwar dauernd geradlinig, aber nicht dauernd konstant 
ist, weil hierdurch dem neuen Systeme beschleunigende oder verzögernde 
Kräfte hinzugefügt werden. Ebenso sind plötzliche Änderungen der In- 
tensität der Geschwindigkeit ausgeschlossen, indem hierdurch neue Stoss- 
effekte zugesetzt oder entfernt werden. 

Von den zulässigen Fällen bietet der Stoss zweier starrer Körper ein 
einfaches Beispiel dar. Ertheilt man nämlich beiden Körpern dieselbe 
Geschwindigkeitskomponente vor dem Stosse; so erlangen diese Körper 
nach dem Stosse die nämliche relative Geschwindigkeit wie bei der 
früheren Bewegung, auch geht durch den Stoss die nämliche Menge an 
lebendiger Kraft verloren. 

Wenn sich nach Fig. 60 oder 62 durch eine Röhre AB CD mit 
zwei horizontalen Strecken AB und CD bei konstantem Kaliber Wasser 
mit der mittleren Geschwindigkeit v ergiesst; so bildet die Rohrwand 
einen ruhenden starren Körper an einem Strome in dem Gesammtsysteme 

Scheffler, Hydraulik. 14 



210 Anwendungen auf die Hydraulik. 

Beider. Ertheilt man diesem Systeme eine horizontale Geschwindigkeits- 
komponente, welche der des Wassers gleich und entgegengesetzt ist; so 
erhält man eine flüssige Masse , welche auf der Strecke A B ruhet , auf 
der Strecke B C ihre frühere Geschwindigkeit behält und auf der Strecke 
CD nach Fig. 61 ruhet, nach Fig. 63 aber die Geschwindigkeit 2 ?5 hat, 
während sich die Röhrenwand mit der horizontalen Geschwindigkeit be- 
wegt. Ist auch die Zwischenstrecke B C horizontal ; so ist der relative 
Bewegungszustand des neuen Systems dem des alten ganz gleich und 
wird durch dieselben Formeln dargestellt. 

Ist eine Zwischenstrecke B C des Stromes nicht horizontal oder 
haben in dem alten oder neuen Systeme irgend welche Elemente eine 
vertikale Geschwindigkeitskomponente; so muss, falls diese Elemente 
der Wirkung der Schwere unterliegen (was z. B. bei einer 
mit konstanter Geschwindigkeit auf- oder abwärts bewegten Gefäss- 
wand nicht der Fall ist) , nur beachtet werden , dass mit dem durch die 
Schwere sollizitirten Elemente auch der soUizitirende Erdkörper die 
betreffende vertikale Geschwindigkeitskomponente zu empfangen hat. 
Beschreibt z. B. ein Element von der Masse m im alten Systeme unter 
der Wirkung der Schwere den vertikalen Weg h mit der Arbeit gmh , 
im neuen Systeme, welches die vertikale Geschwindigkeitskomponente 
V nach unten hinzufügt, den Weg }h\ sodass also der relative vertikale 
Weg zwischen dem Elemente und dem Erdkörper in der Zeit t um den 
Betrag vt kleiner ist als h' \ so ist der Weg für die Wirkung der 
Schwere im neuen Systeme h' — vt = A , also die Arbeit der Schwere, 
wie vorhin gm Qi' — vt) = gmh. Wird das System mit der 
Geschwindigkeit — v aufwärts bewegt; so hat man h' -\- vt — h. 

Von besonderem Interesse ist die Anwendung auf die Bewegung eines 
starren Körpers in einem Strome. Wenn der Körper ruhet uad der Strom 
sich um denselben hinweg bewegt; so wird das den Strom bildende Bündel 
von Stromfäden genöthigt, sich hinter dem Körper zu trennen und vor 
demselben wieder zu vereinigen, seitwärts, unterwärts und oberwärts aber 
Bahnen anzunehmen, welche in Punkten oder Linien an dem Körper 
gleiten. Die Gestalt, welche die Axen der dem Körper zunächst liegenden 
und die übrigen Fäden bis zu den Ufern, dem Boden und der Oberfläche 
des Stromes annehmen, sowie ihre absoluten und relativen Geschwindig- 
keiten sind wesentlich von der Form des Körpers abhängig. Die dem 
Körper zunächst liegenden Fäden werden neben dem Körper wegen der 
Verengung des Stromprofils und auch wegen der Erhöhung der Oberfläche, 
also des Druckes an dieser Stelle beschleunigt, mithin verschmälert; nach 
dem Ufer und Boden nimmt die Beschleunigung ab. Hinter und vor 
einem parallelopipedischen Körper AB CD (Fig. 64) bilden sich 
Doppelwirbel, indem der Faden EA, EB, D H und CD die da- 
zwischen liegende Masse mit sich fortreisst. An den Seiten des Körpers 
bilden sich einfache Wirbel. Statt eines einzelnen Wirbels können 
übrigens auch mehrere in der Stromrichtung auf einander folgende Wirbel 
erscheinen. Die zwischen den Wirbeln, dem Strome und dem Körper 
verbleibenden Massen stagniren. Ist der Körper vom und hinten zu- 
gespitzt und an den Seiten schlank gewölbt; so verschwinden die Wirbel. 
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Durch die üraströmung des Körpers erleidet der Strom einen Verlust 
an lebendiger Kraft, der durch die Arbeit bestimmt wird, welche die 
Gleitungswiderstände des Stromes und der Wirbel an ihren Aussen- 
f lachen hervorbringen (indem die Arbeiten aller Widerstände zwischen 
zwei dem strömenden Systeme angehörigen Elementen, mögen es Elemente 
des Hauptstromes oder der Wirbelströme sein, sich bei der Summirung 
aufheben). Demzufolge verschwinden bei der Summirung die Gleitungs- 
widerstände zwischen dem Strome und den Wirbeln und es bleiben nur 
die Widerstände zurück, welche sich zwischen dem Strome und dem 
starren Körper, zwischen den Wirbeln imd dem starren Körper, zwischen 
dem Strome und den stagnirenden Massen, sowie zwischen den Wirbeln 
und den stagnirenden Massen geltend machen. Bei einem Strome von 
geringer Breite zwischen den Ufern oder von geringer Tiefe würde noch 
die durch die vergrösserte Geschwindigkeit bedingte Arbeit an den Ufern 
und am Boden zu berücksichtigen sein. Dass ein stationärer Wirbel 
keine Arbeit zu seiner Erhaltung bedarf, also keine lebendige Kraft ver- 
zehrt, ist selbstverständlich. Die Summe aller Arbeiten wird nicht wesent- 
lich, von derjenigen abweichen, welche sich ergiebt, wenn man sich vor- 
stellt, der Strom gleite mit der den Linien AFD oder AGC zu- 
kommenden Geschwindigkeit unmittelbar an den Seiten AD und BG 
des starren Körpers, femer mit der den Linien EA oder EB zu- 
kommenden Geschwindigkeit an der Seite A B und endlich mit der den 
Linien DH oder GH zukommenden Geschwindigkeit an der Seite DG 
(weil die Geschwindigkeit der Linie EA nahezu die Geschwindigkeit des 
gegen die Seite A B gekehrten Wirbels ist). Hiemach wird die Arbeit 
der Gleitungswiderstände nahezu dieselbe sein, wie wenn der Strom mit 
der in der Linie EFH herrschenden mittleren öder allmählich an- 
wachsenden Geschwindigkeit den Körper ABGD in seinet* ganzen 
Aussenfläche unmittelbar umflösse. Die verloren gehende 
lebendige Kraft muss durch den Zufluss, oder vielmehr durch die. Differenz 
zwischen Zu- und Abfluss ersetzt werden, wenn der Strom eine beharrliche 
Bewegung behalten soll. 

Die Geschwindigkeit bei F und A hängt von der Figur des Um- 
stromes ab, zu deren Bestimmung die gegebenen geometrischen und 
mechanischen Grössen nicht ausreichen. Diese Unbestimmtheit wird durch 
das Prinzip des geringsten Verlustes an lebendiger Kraft beseitigt, nur 
mit Hülfe dieses Prinzipes kann die Gestalt des abgelenkten Stromes und 
seine Wirkung bestimmt werden. 

Ertheilen wir jetzt dem aus dem Strome, dem Körper und den Ufer- 
wänden bestehenden Systeme eine gemeinschaftliche Geschwindigkeits- 
komponente, welche der ursprünglichen Geschwindigkeit des Stromes oder, 
wenn derselbe aus Fäden von verschiedener Geschwindigkeit besteht, der 
Geschwindigkeit am Ufer oder in irgend einem Faden gleich und entgegen- 
gesetzt ist; so erhalten wir die gleichmässige Bewegung eines starren 
Körpers in (ganz oder theilweise) ruhendem Wasser, an welchem die Ufer- 
wand gleitet. Nach der vorigen Nummer muss der hierdurch erzeugte 
relative Bewegungszustand dem früheren gleich sein; der in der Richtung 
EH sich bewegende Körper spaltet also vorn bei H das Fadenbündel, 
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setzt dasselbe in den Linien HDFAE in diejenige Geschwindigkeit, 
welche früher als die Zunahme der umgekehrten Geschwindigkeit erschien, 
und vereinigt die Bündel wieder bei E in Ruhe. Er erzeugt Vom, hinten 
und an den Seiten dieselben Wirbel und stagnirenden Massen, schiebt also 
die Masse CDH vor sich her, zieht die Masse ABE (vermöge des 
Zentrifugaldruckes der Fäden AE und B E) nach sich und schiebt die 
Massen AD iF und B C G (vermöge des Gleitungswiderstandes , welcher 
in den Linien A D und B C herrscht , sowie vermöge des hydraulischen 
Druckes, welcher in den Linien AFD imd BGC obwaltet) neben sich 
her. Da diese Massen mit konstanter Geschwindigkeit, wie der Körper 
selbst, fortsc]ireiten ; so konsumiren sie durch ihren Fortschritt keine 
lebendige Kraft. Die Arbeit aller Gleitungswiderstäiude bestimmt sich wie 
vorhin. Formen und Effekte bleiben also dieselben: der Flüssigkeit wird 
jetzt durch die Bewegung des starren Körpers lebendige Kraft ertheilt 
und zwar nach unserem Prinzipe das Maximum, welches zugleich das 
Minimum des Verlustes ist, den der Körper erleidet und der diesem behuf 
Erhaltimg seiner konstanten Geschwindigkeit fortgesetzt zugeführt werden 
muss. Durch dieses Prinzip wird, wie früher, die Form der Ablenkung 
des Wassers und die mechanische . Wirkung bestimmt. 

Wird dem Körper nicht unausgesetzt lebendige Kraft zugeführt; so 
verliert er die an das Wasser abgegebene unaufhörlich, nimmt also eine 
verzögerte Bewegung an , welche mit dem Zustande der Buhe endigt. 
Dieses System ist dem vorhin betrachteten nicht mehr gleich, es würde 
vielmehr ekiem Systeme gleich sein, in welchem sich ein Strom über einen 
beweglichen Körper ergiesst und zwar über einen Körper, welcher mit 
einer gegebenen Geschwindigkeit in den Strom gesetzt, sodann aber dem 
Strome überlassen ist, sodass er endlich mit dem Strome in gemeinschaft- 
licher Bewegung weiterschwimmt. 

Es muss erwähnt werden, dass das zweite System bewegte üfer- 
wände voraussetzt. Sollen dieselben ruhen; so ist das zweite System 
nicht dem ersten, sondern einem Systeme gleich, in welchem der Fluss 
und das Ufer zugleich sich gegen den starren Körper bewegen. Bei sehr 
breiten Strömen, z. B. bei der Bewegung im Meere ist dieser Unterschied 
unerheblich ; bei sehr engen Strömen, z. B. bei der Bewegung des Wassers 
in einer Röhre um ein Kugelventil erlangt er Bedeutung. 

Schliesslich heben wir hervor, dass die Wirbel, welche sich an einem 
ruhenden Körper bilden, stationär bleiben können, indem die Wassermasse, 
welche sie in Rotation erhält, über sie hinwegiüesst, dass dieselben aber 
auch mit dem Wasserstrome fortgeführt werden können, sodass sie eine 
stetige Erneuerung durch differentielle Massen erfahren. An einem fort- 
schreitenden Körper findet die stetige Erneuerung der Wirbel mit oder 
ohne Fortrückung derselben statt. In allen Fällen geben die austretenden 
Massen bei ihrer Vermischung mit dem Strome diesem so viel lebendige 
Kraft zurück, wie er an die in die Wirbel eintretenden Massen abgiebt. 
Die Wirbel selbst aber lösen sich, wenn sie fortrücken, nach Nr. 21 in 
selbstständige Bewegungen ihrer Elemente auf, welche schleif enförmige 
Linien beschreiben. 
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77. Die einzige zulässige Bewegung einer Flüssigkeit Wir 

haben gezeigt, dass sich eine Flüssigkeit i|i einem Gefässe von gegebener 
Form auf sehr verschiedene, in der Eegel auf unendlich verschiedene 
Weise bewegen kann, d. h. dass es viele Systeme von Stromfäden giebt, 
welche die gegebenen Bedingungen zu erfüllen vermögen. Jede hydrau- 
lische Aufgabe ist daher eine unbestinunte , deren ünbestiirimtheit durch 
die Hypothese von der Bewegung in parallelen Schichten und von der 
Stosswirkung bei plötzlichen Querschnittsveränderungen/ also durch 
zwei unmögliche Annahmen nur verschleiert, nicht beseitigt wird. 
Unser Prinzip des grössten Gewinnes an Arbeit oder lebendiger Kraft 
(Nr. 70) ist allein im Stande, diese Unbestimmtheit zu heben, indem es 
von allen möglichen B^egungssystemen dasjenige bezeichnet, welches sich 
in der Wirklichkeit einstellt. 

So entscheidet dieses Prinzip beispielsweise nach Nr. 22 und 32 da- 
rüber, ob das Wasser eines offenen Flusses von unendlic]ier Breite am 
Boden gleitet, oder ob es haftet. Die Durchflussmenge Q i^t nämlich für 
die gleitende Bewegung 

Q = (F„ --^) hdy = (F. +^^) hZy 
für das Haften am Boden oder für F, = ist sie dagegen 

(2 = 1^8, 

Die letztere ist kleiner als die erstere: die Grösse der Durchfluss- 
menge entscheidet jedoch nicht über die sich verwirklichende Bewegung, 
sondern die Grösse der erzeugten lebendigen Kraft. Dieselbe ist pro 
Zeiteinheit 

L = dyjv^dx 

Substituirt man hierin für v den Werth aus Nr. 22; so zeigt sich, dass 
JL für F, = 0, also für das Haften kleiner ist, als für das Gleiten, 
und demzufolge wird der Fluss eher auf der Sohle gleiten als daran haften. 

Eben das Nämliche ergiebt sich nach Nr. 29 für die Bewegung in 
einer Bohre mit konstantem kreisförmigen Querschnitte, indem das Haften 
den Werth F, = fordert, also den Werth von Vq verkleinert, was 
nach den dortigen Formeln nicht nur eine Verkleinerung der Ausfluss- 
menge Q, sondern auch eine Verkleinerung der gewonnenen lebendigen 
Kraft L zur Folge hat. Hiernach wird die Flüssigkeit an 
der B Öhrenwand eher gleiten als haften. 

Das Gleiche wird sich für die Bewegung einer Flüssigkeit in einer 
Röhre von variabelem Querschnitte herausstellen. Für den Fall des 
Gleitens an einer elementaren Wirbelschicht fordert das vorstehende Prinzip, 
dass der dortige Koeffizient a so klein als möglich, also = sei. Die 
Betrachtung in Nr. 34 entscheidet aber darüber, ob die Strudelbewegung, 
oder eine der beiden eben erwähnten Bew^ungen sich einstellen werde, 
und es scheint, dass für eine Röhre mit variabelem Quer- 
schnitte die Strudelbewegung die natürliche ist. 
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Bückblickt 

78» Das Neue in der yorstehenden Theorie. Ich gestatte mir, 
das in der vorstehenden Theorie enthaltene Neue mit kurzen Worten 
hervorzuheben. 

In Nr. 8 ist die Theorie des Fliessens in Stromfäden begründet, 
nachdem daselbst ein rationeller Ausdruck für den Gleitungswiderstand 
der Flüssigkeiten aufgestellt ist. Dieser Ausdruck ist nach Nr. 8 und 9 
für den Widerstand an den Gefäs ständen eine Funktion der relativen 
Geschwindigkeit und gewisser Konstanten, für den Widerstand an den 
inneren Flächen jedoch zugleich eine Funktion der Geschwindigkeit, 
sodass er mittelst dieser Geschwindigkeit eliminirt werden kann. Für 
Flüssigkeiten ist die Kraft, welche nach allgemeinen Elastizitätsgesetzen 
die Verschiebung der Schichten eines Elementes hervorbringt, 
zugleich der Gleitungswiderstand, für starre elastische Körper dagegen 
bedingt zwar der Gleitungs- oder Reibungswiderstand eine Verschiebung 
der Schichten, verrichtet jedoch eine ganz selbstständige Arbeit, wie aus 
Nr. 7 und 8 hervorgeht. 

In Nr. IIa habe ich die Hypothese vom Stosse bei plötzlichen Quer- 
schnittsveränderungen widerlegt und in Nr. 21 auf die Formveränderung, 
welche der Strom durch die in den Ecken entstehenden Wirbel und todten 
Massen erfährt, zurückgeführt. Ob Kirchhoff (Vorl. über math. Physik) 
in solchen Fällen Stosseffekte zulässt, oder verwirft, ist aus seinem Werke 
nicht zu ersehen, da er Bewegungen mit plötzlichen Querschnittsver- 
änderungen nicht betrachtet. Liesse er Stosswirkungen zu; so müsste 
ich Dem aus den angeführten Gründen widersprechen: verwürfe er sie; 
so fehlte in seiner Theorie die Bestimmung der Formveränderungen und 
der Widerstände, welche der Strom, sowie die entstehenden Wirbel und 
todten Winkel erleiden würden. 

Die über den hydraulischen Druck in Nr. 16 aufgestellten Sätze 
dürften nicht ohne Interesse sein. 

In Nr. 17 und 18 ist die Bewegung in einem Stromfaden durch die 
Momentengleichung bestimmt; sie bildet die Grundlage für die allgemeine 
Bewegung eines Stromes. 

In Nr. 19 ist die Hypothese der Bewegung in parallelen Schichten be- 
sprochen und als eine für adhärirende Flüssigkeiten unmögliche bezeichnet. 

In Nr. 20 wird die Momenten gleichung für ein System von Strom- 
fäden ergänzt und auf die unendliche Menge von möglichen Bewegungen 
eines Stromes zwischen gegebenen Gefässwänden hingewiesen. 

Durch Nr. 20 a wird die mechanische Mischung der Flüssigkeit nach- 
gewiesen und damit der von Kirchhoff, in der 10. Vorlesung § 6. auf- 
gestellte Satz, dass die Oberfläche einer Flüssigkeit stets von denselben 
materiellen Punkten gebildet werde, in seiner Allgemeinheit widerlegt 
und auf die adhäsionslosen (freilich nicht existirenden) Flüssigkeiten 
eingeschränkt. 

In Nr. 21 sind die Wirbelbewegungen vorgefühi-t und die Mittel 
bezeichnet, durch welche die Wirbel und todten Winkel, die sich zwischen 
dem Strome und der Wand bilden, zu bestimmen sind. Dass übrigens 
diese Wirbel nicht diejenigen Systeme sind, welche Helmholtz unter dem 
Namen Wirbelfäden imd Wirbelringe behandelt hat, ist in Nr. 21 hervor- 
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gehoben; ausserdem habe ich in Nr. 11 die Ansicht begründet, dass die 
letzeren Systeme keine mechanischen, sondern physikalische oder mole- 
kulare Bewegungen darstellen. 

Das in Nr. 28 aufgestellte Prinzip der gleichmässigen Vertheilimg 
des Druckes kann in den Fällen, wo sich die Bewegung durch ganze 
rationale Funktionen darstellen lässt, die Kalkulation wesentlich erleichtem. 

Nr. 24 enthält eine Ergänzung der Theorie der Integration partieller 
Differentialgleichungen höherer Ordnung, da ich fand, dass sich die 
Momentengleichung für den in Nr. 25 behandelten Fall der Bewegung in 
einem Flussjbette von endlicher Breite nicht nach den gewöhnlichen Regeln 
behandeln lässt, indem es zur Darstellung einer vollkommen reellen 
Geschwindigkeit v doch komplexer Grössen bedarf. 

In Nr. 28 habe ich die wesentliche Verschiedenheit der Fortpflanzung 
der Kräfte in einem starren und in einem flüssigen Körper konstatirt und 
namentlich für Drehungsbewegungen nachgewiesen. 

Nach Nr. 30 scheint der zwischen den Stromfäden sich äussernde 
Gleitungswiderstand der Flüssigkeiten von dem Drucke ziemlich unabhängig 
zu sein. 

In Nr. 33 und 34 sind die verschiedenen möglichen Hauptbewegungen 
vorgeführt, welche eine Flüssigkeit in einer Röhre annehmen kann. 

fn den Nummern 43 bis 53 ist die Wellenbewegung wissenschaftlich 
begründet. Die Gebrüder Weber haben ihre Beobachtungen über diese 
Bewegung in ihrem Werke über „Wellenlehre" niedergelegt, ohne die 
Erscheinung jedoch auf mechanische Prinzipien zurückzuführen. Eine 
Begründung der Wellentheorie von anderer Seite ist mir nicht bekannt 
geworden. 

In Nr. 49 habe ich mittelst einer in den , Naturgesetzen** aufgestellten 
Formel die Integration einer Differentialgleichung bewirkt, auf welche die 
gewöhnlichen Formeln und auch die auf den Mac-Laurinschen Satz ge- 
stützte Formel nicht anwendbar sind. 

Die Nummern 54 bis 61 sind den unbestimmten statischen Systemen, 
insbesondere dem Prinzipe des kleinsten Widerstandes gewidmet. Dieses 
von Moseley aufgestellte, jedoch nicht ganz zutreffend und erschöpfend 
definirte und nicht richtig bewiesene Prinzip habe ich auf seine wahren 
Grundlagen zurückzuführen und zu beweisen gesucht. Dasselbe bildet den 
Vorläufer zu den in Nr. 62 ff. entwickelten Prinzipien. 

In Nr. 63 ist das von Gauss ausgesprochene Prinzip des kleinsten 
Zwanges reproduzirt, um daran einige Bemerkungen über die Fälle zu 
knüpfen, auf welche dieses Prinzip nicht direkt anwendbar ist. 

In Nr. 64 habe ich sodann das Prinzip des grössten Effektes auf- 
gestellt, welches sich im Allgemeinen bequemer handhaben lässt. 

Sodann habe ich in Nr. 66 das schon früher von mir aufgestellte 
Prinzip der Verwirklichung der Arbeit reproduzirt. 

In Nr. 67 ist gezeigt, dass das stärkest mögliche Sinken des gemein- 
samen Schwerpunktes wohl für gewisse Fälle, aber nicht allgemein ein 
Ausdruck für das Prinzip des grössten Effektes ist. 

Das in Nr. 70 formulirte Prinzip des grössten Gewinnes an lebendiger 
Kraft ißt dasjenige wichtige Prinzip, welches von unendlich vielen 
möglichen Bewegungen einer Flüssigkeit diejenige einzige kennzeichnet, 
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die sich verwii'klichen wird. Durch dieses Prinzip wird also die Hydraulik 
von der ihr anhaftenden Unbestimmtheit befreiet. 

Mit Hülfe dieses Prinzipes kann die Bewegung des Wassers durch 
eine Röhre mit plötzlichen Querschnittsveränderungen, ferner nach Nr. 73 
die Bewegung des Wassers in einem beliebig verzweigten Höhrennetze, 
nach Nr. 74 der Stoss des Wasserstrahles gegen eine feste Wand oder 
gegen einen anderen Strahl, nach Nr. 76 die Bewegung eines starren 
Körpers in einer Flüssigkeit und eines Stromes über einen starren Körper 
hinweg bestimmt worden. 

Das d'Alembertsche Prinzip in Verbindung mit dem Prinzipe der 
virtuellen Geschwindigkeiten, das Hamiltonsche Prinzip, das Gausssche 
Prinzip des kleinsten Zwanges und mein Prinzip der Verwirklichung der 
Arbeit sind nur verschiedene Formen einunddesselben mechanischen Grund- 
gesetzes; ein jedes von ihnen kann zur Grundlage der Mechanik genommen 
und es kann jedes der übrigen darauf zurückgeführt werden. Mir däucht, 
dass das zuletzt genannte Prinzip (welches übrigens nach einer mir zu 
Gesicht gekommenen Kritik bei manchem Mechaniker kein richtiges Ver- 
ständniss gefunden zu haben scheint) sich durch die grösste Einfachheit 
und Evidenz auszeichnet, sodass dasselbe fast wie ein eines Beweises 
nicht bedürftiger Grundsatz erscheint, während die übrigen Prinzipien, 
besonders das der virtuellen Geschwindigkeiten einen Beweis dringend 
erfordern und, wie ich gezeigt habe, sogar mit unzutreffenden Beweisen 
in manche Lehrbücher eingeführt sind. Im Übrigen habe ich das fragliche 
Prinzip nicht ohne Beweis gelassen (vergl. Schlömüch's Zeitschrift für 
Mathematik und Physik III). 

Von ganz anderer Beschaffenheit ist für die Statik Moseley's Prinzip 
des kleinsten Widerstandes und für die Dynamik mein Prinzip des grössten 
Effektes, bezw. des grössten Gewinnes an lebendiger Kraft. Durch diese 
Prinzipien werden gewisse in den vorher genannten Prinzipien nicht ent- 
haltene Grundsätze ausgesprochen, welche die Unbestimmtheit gewisser 
mechanischen Systeme beseitigen. 

Es wird bemerkt , dass die Anwendung der neuen Theorie keine 
anderen Erfahrungskoeffizienten zu kennen benöthigt, als für jede physi- 
kalisch verschiedene Wandfläche die vier Koeffizienten c/, b, c, d, welche 
in die Formel für den Gleitungs widerstand eintreten. Diese Koeffizienten 
bedingen mit der geometrischen Form der Gefässwände und den treibenden 
Kräften die ganze Strombewegung. 

Dass die Ausrechnung der Resultate, bezw. die Autlösung der sich 
nach unserer Theorie ergebenden Gleichungen oftmals mit Schwierigkeiten 
verknüpft ist, liegt in der Natur der Sache, indem ein Inbegriff von 
Stromfäden von verschiedener Geschwindigkeit ein ziemlich komplizirtes 
und mannigfach variabeles System darbietet. Wer die Mühe scheuet, 
diese Schwierigkeiten zu überwinden, mag bei der älteren Hypothese von 
der Bewegung in parallelen Schichten und von dem Stosse bei plötzlichen 
Querschnittsänderungen verbleiben, indem diese Hypothesen unter der 
Voraussetzung der Kenntniss zahlloser Erfahrungskoeffizienten für alle 
speziellen Fälle jedenfalls die einfachste Rechnung gestatten. Unsere 
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Theorie behält aber, selbst wenn sie in der Praxis nicht immer gehandhabt 
werden wird , den wissenschaftlichen Werth , dem Denker einen Einblick 
in das Wesen der hydraulischen Naturgesetze zu verschaffen. 

79. Yergleichung der yorstehenden mit Kirchhoff's Theorie. 

Den Grund zu der vorstehenden Behandlung der Hydraulik habe ich im 
zweiten Theile meiner , Naturgesetze" §. 349 gelegt. Dieser Theil, 
welcher im Jahre 1877 erschienen und im Jahre 1876 gedruckt ist, lag 
nach Ausweis des Prospektes vom Oktober 1874, worin bereits die ver- 
unglückten Paragraphen 459 bis 468 mitgetheilt sind, schon mehrere 
Jahre vorher druckfertig vor. Ich führe Diess an, um damit darzuthun, 
dass die Grundidee der Zerlegung der Flüssigkeiten in Stromfäden, 
welche um jene Zeit von mehreren Mathematikern aufgefasst sein mag, 
nichts Erborgtes enthält. Gegenwärtig, nach Abfassung der vorliegenden 
Schrift, ersehe ich, dass um jene Zeit auch Kirchhoff in seipen Vor- 
lesungen über mathematische Physik, insbesondere über Mechanik vom 
Jahre 1876 der Bewegung der Flüssigkeiten seine Aufmerksamkeit zu- 
gewandt hat. 

Da die Ergebnisse der Kirchhoffschen Theorie von den meinigen 
nicht unwesentlich abweichen; so halte ich es für nützlich, die Ursachen 
dieser Abweichung aufzudecken. 

Der Verfasser stellt allgemeine Formeln für die Bewegung materieller 
Körper auf und spezialisirt dieselben nach verschiedenen Annahmen behuf 
der Anwendung auf die in der Natur vorkommenden Fälle. Die 26. Vor- 
lesung enthält die Anwendung jener allgemeinen Formeln auf die Be- 
wegung einer Flüssigkeit ,bei der die Reibung von Einfluss ist" und 
zwar in §. 2 auf den Fall der Bewegung in einer liorizontalen , sehr 
langen und dünnen Röhre von konstantem kreisförmigem Querschnitte, 
wobei alle Fäden eine parallele Bewegung annehmen. Wenn wir für die 

dortigen Buchstaben m; , p„ » i'i > ^ > ? » ^ "^^^ ^^^ ^^^ "^^ ^^ ■^^* ^^ 
gebrauchten Bezeichnung bezw. die Buchstaben v, p\ p"j /, Xy r, setzen; 
so ist die Kirchhoffsche Formel für die Geschwindigkeit im Abstände x 
von der Axe 

und für die Ausflussmenge 



« = " '^r e + r) 



Die Grösse A hat den Werth , welcher sich aus der Gleichung 

,— := — -^ V ergiebt, wenn diese Gleichung auf die Wandfläche be- 
cx f 

V 

zogen, also x = r gesetzt wird. Ob und wie der Werth von 7^ — 

mit dem Gleitungs widerstände in einer Beziehung stehe, und welche 
Form dieser Gleitungs widerstand habe, ist nirgends gesagt, also wie eine 
offene Frage behandelt, welche, wie sich sogleich zeigen wird, durch ein 
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praktisebeB Experiment bestimmt ist. Da nach unserer Auffassung 

d V 

^- für a? = r dem Gleitungskoeffizienten , dividirt durch /, gleich ist ; 

SO fordert jene Gleichung, dass 



f f 



_ —^ _ a 4- bp + cVr + d Vr^ 



mithin ,. — ^ — ^ 

V r V r 



und da für Flüssigkeiten der Koeffizient h verschwindet, dass 

. _ a + ^Fr + dFr^ 

sei. Durch Substitution dieses Werthes von X in die Ausdrücke für t> 
und Q ^scheinen dieselben ganz injunseren Symbolen, weichen aber von 
unseren Formeln in Nr. 29 erheblich ab, indem diese, da für eine horizontale 
Röhre w = ist und wenn 6 = gesetzt wird, 



r = - -- 

• 2d 



+ \/ ä-[-« + 21'- + Td^\ 

und wenn rf = ist. 



femer 



F = F 4- ? ^- r* 

^0 - ^r -r 4yj5 ^ 

Q = ;rr 



2 ^0 + '^f 



ergeben. Diese Abweichung verschwindet, wenn der Koeffizient a und 
auch der Koeffizient d gleich null gesetzt, also eine Flüssigkeit voraus- 
gesetzt wird, welche weder Adhäsion hat, noch an der Wand S t o s s - 
effekte erleidet. Für eine solche ergeben unsere Formeln 



F,. = 



_ (p'-pnr 



2cl 

- PL~P" / « j^ 2/r 
ijl 



Da nach der Formel für A wegen a = d = zugleich X = c wird 
so stimmen diese Formeln mit den Kirchhoffschen genau überein: sie' 
setzen aber eine Flüssigkeit voraus, welche nicht die Eigenschaft 
der gewöhnlichen Flüssigkeiten besitzt, da für die wirklichen 
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Flüssigkeiten weder a = 0, noch d -= ist. Kirchhoff schliesst nun 
aus den von Poiseuille angestellten Experimenten, welche die Ausfluss- 
mengen in der Form 

Q ^ K ^^- r^ 

erscheinen lassen, dass A, also der Koeffizient c in unserem Gleitungs- 
widerstande, unendlich gross sei, dass mithin die Flüssigkeit an der 
Wand der Röhre hafte oder die Geschwindigkeit null habe. Dieses 
Resultat, welches die Geschwindigkeit v und die Ausflussmenge Q durch 
die Formeln 

darstellt, ist entschieden falsch. Denn wendet man diese Formeln auf 
den Fall an , wo gar kein Gleitungswiderstand stattfindet ; so 
liegt es auf der Hand, dass sich die Flüssigkeit nur im Zusammenhange 
wie ein starrer Körper bewegen, dass also v nur einen konstanten, von x 
unabhängigen Werth haben kann, femer, dass im Beharrungszustande 
nothwendig p' — p" = sein muss, dass aber dessenungeachtet die 
Geschwindigkeit r und die Ausflussmenge Q keineswegs auf den diesen 
Formeln entsprechenden Nullwerth beschränkt sind , sondern jeden 
beliebigen Werth annehmen können, wie wir schon in Nr. 29 gezeigt 
haben und wie es auch unseren vorstehenden Formeln entspricht, indem 
die Substitution c = und p' — p" ^ die Grössen Vr , v, ^un- 
bestimmt erscheinen lassen. 

Die Ruhe an der Wand widerspricht auch allen bisherigen Beobachtungen 
von Dubuat, Bossut, Couplet, Eytelwein, Weisbach u. A., welche 
darin übereinstimmen, dass für Wasser, welches eine geringe Adhäsion a zeigt, 
die beiden Koeffizienten d und c bestimmte endliche Werthe haben, 
welche von der Bosch af f e n heit derGefässwände abhängen, indem 
sie für hölzerne Röhren erheblich grösser sind , als für metallene. Nach 
allgemeiner Erfahrung bewegt sich eine Flüssigkeit unter sonst gleichen 
Verhältnissen durch eine Röhre mit rauhen Wänden langsamer, als durch 
eine Röhre mit glatten Wänden: die letzten Formeln für Q und v, 
welche, wenn c = csd gesetzt wird, jenem Erfahrungsresultate wider- 
sprechen, sind daher jedenfalls unrichtig. 

In Nr. 77 haben wir auch gezeigt, dass die Flüssigkeit wegen des 
Prinzipes des grössten Gewinnes an lebendiger Kraft eher an der Röhren- 
wand gleite, als daran hafte. 

Wir wollen noch eine andere Anwendung der Kirchhoifschen Formeln, 
nämlich auf die von uns in Nr. 22 behandelte Bewegung in einem offenen 
Strome von unendlicher Breite machen. Hierfür ergeben die allgemeinen 
Formeln der 26. Vorlesung, welche an die Stelle der dortigen 
Gleichungen (5) treten 
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also durch Integration der zweiten Gleichung 

dv CX , . 

öx f 

V = ^-^ + Ax + B 



oder da für a? = v =Vq ist, 



cx^ 



^ = Vo -\- 27 + ^^ 

Für die Sohle des Flussbettes ergiebt sich statt Gl. (6), da cos (n x) 
= 1 ist, die Forderung, dass fürx = h und v = Vi 

sei. Hiemach muss für diese Werthe von x und v 

folglich A = -TT (A F, — c h) sein, und Diess giebt für v 

^ , ca?* , A F, — cA 
f = F. + ^ + -^7— ^ 

Unsere Formel aus Nr. 22 lautet dagegen, indem c unsere Grösse — 9fm 
vertritt, 

« = n + 27 - (-^Ä- + 2?) * 

Dieselbe unterscheidet sich von der aus der Kirchhoffschen Theorie 
sich ergebenden dui*ch das dritte Glied. Nach unseren Werthen für den 
im Spiegel und an der Sohle herrschenden Gleitungswiderstand q>Q und 9), 
können wir unsere Gleichung in die Form 

f, - F 4. ^^'' 4- ^0 
^ - ^> + "2/ + T 

stellen. In der nach Kirchhoff's Theorie gebildeten Formel ist A F, der 

Werth von/ TT^- für v = V^^, folglich A F, = </),. Setzt man ferner 

darin für — ch oder g/jnh den Werth f/)„ — <jp,, welchen diese Grösse 
nach unseren Formeln hat; so wird jene Formel mit der unsrigen zwar 
identisch; es ist jedoch zu beachten, dass Kirchhoifs allgemeine Formeln 
(1) nur für gewichtslose Flüssigkeiten gelten, für welche unser g fin 
=- 0, also auch ^ = ist. Dieser Fall würde aber (p — Vo ~ ^' 
also (/) = ff,, = f/), =r const und daher t; = F„ = F, und wenn der 
Gleitungswiderstand im Spiegel ff^^ = ist, ^ = f/)„ = <jp, =0, also 
eine gleichförmige Bewegung aller Schichten in einem Flussbette mit 
horizontaler Sohle ohne Gleitungswiderstand verlangen. Ein solcher Zustand 
besteht nicht in der Wirklichkeit; für wirkliche Strombewegungen geben 
aber die Formeln in der 26. Vorlesung keine Antwort. 
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Wenn man nach der tieferen Ursache dieser Nichtübereinstimmung 
der KirchhoiFschen Formeln mit der Wirklichkeit forscht; so ergeben sich 
dieselben aus Folgendem. Das ganze Werk durchzieht das Bestreben, die 
mechanischen Gesetze von der lebendigen Anschauung der Wirklichkeit 
abzulösen und als Resultate rein mathematischer Spekulation hinzustellen. 
Diess kann ja füglich geschehen, solange es sich um ganz allgemeine oder 
um mögliche Beziehungen handelt, man kann aber nicht die Spezialitäten 
der Wirklichkeit oder die wirklichen Beziehungen, welche die Welt 
darbietet, durch spezielle Hypothesen ersetzen. Nichts steht z. B. im 
Wege, den Gleitungswiderstand , mag er beschaffen sein, wie er will, als 
eine Kraft aufzufassen und ihn mathematisch durch ein Symbol r/), welches 
im Allgemeinen eine Funktion von variabelen Grössen ist, darzustellen und 
in solche Formeln zu verflechten, für welche die Zusammensetzung dieser 
Funktion gleichgültig ist. Die rein mathematische Spekulation kann aber 
keine 'speziellen Formen erfinden, welche dieses cp in gegebenen Fällen der 
Wirklichkeit hat. Ob zwei Körper Adhäsion a zeigen, ist keine mathe- 
matische, noch nicht einmal eine mechanische Noth wendigkeit, sondern eine 
physische Thatsache, ebenso dass zwei Körper eine vom Drucke p abhängige 
Eeibung bp auf einander ausüben; das Glied cv im Gleitungswiderstande 
ist eine Folge der Kohäsion und das Glied dv^ entspringt aus der Rauh- 
heit der Berührungsflächen. Keine generelle Betrachtung kann daher die 
Form (p =a + bp -f cv -f dv'^ erzeugen; sie kann nur als etwas 
speziell Gegebenes auftreten, und demzufolge muss es befremden, in den 
Anwendungen der allgemeinen Formeln auf die Bewegung des Wassers in 
Röhren imd Strömen nirgends jenem empirischen Ausdrucke zu begegnen. 

Die allgemeinen Formeln beruhen auf gewissen , unter dem Namen 
von Potentialen, (Kräftepotential, Geschwindigkeitspotential, Kapillaritäts- 
potential, Massenpotential) in der neueren Wissenschaft figurirenden Be- 
griffen von solcher abstrakten Allgemeinheit, dass dieselben nicht eine 
unbedingte Existenz in der Wirklichkeit für jeden darunter möglicherweise 
zu subsumirenden Fall in Anspruch nehmen, also behuf der Anwendung 
auf spezielle Fälle der Wirklichkeit gewisser speziellen Festsetzungen, 
bezw. Ergänzungen bedürfen. Derartigen speziellen Festsetzungen sind 
die betreffenden Betrachtungen in der 16.-, 17. und 26. Vorlesung 
gewidmet. Die im §. 1 der letzteren Vorlesung aufgestellten allgemeinen 
Gleichungen (1), (2) und (3) wollen wir zunächst unbeanstandet lassen: 
durch die zum Zweck spezieller Anwendung jener Formeln auf S. 371 
aufgestellten beiden Hypothesen wird aber das Geltungsbereich der Formeln 
so sehr verengt, dass sie die praktische Brauchbarkeit verlieren. Die 
erste Hypothese, von welcher überhaupt keine Anwendung gemacht ist, 
lassen wir ^uf sich beruhen. Die zweite Hypothese besteht in der An- 
nahme, dass die Komponente des auf ein Flächenelement der Gefässwand 
wirkenden Druckes, welche diesem Flächenelemente parallel ist, nicht allein 
dieselbe Richtung wie die zu diesem Elemente parallele Geschwindigkeit 
hat (was selbstverständlich ist), sondern dass auch jene Druckkomponente 
dieser Geschwindigkeit proportional sei. Der Ausdruck dieser Hypo- 
these liefert die (Gleichungen (4), von welchen in §. 2 Gebrauch gemacht 
wird. Nachdem nämlich aus den allgemeinen Gleichungen für den Fall 
der beharrlichen Bewegung einer gewichtslosen Flüssigkeit durch eine 
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zylindrische Röhre die Gleichungen (5) abgeleitet sind, führen die Gleichungen 
(4) zu der Formel (6) (worin unter n die Länge der Normalen zu ver- 
stehen ist, wofür auf S. 374 — q gesetzt wird), sowie zu den vorhin 
besprochenen und als unrichtig erkannten Gleichungen. Die für q = H 

gültige Gleichung tt— = — jW auf S. 374, welche nach unserer 

Schreibweise die für x = r gültige Gleichung ,-, — = — ~v ist, lehrt, 

ex f 

indem man - — = ^ substituirt, dass kraft jener Hypothese y = — iTy 

sein, ausserdem aber behuf der Anpassung an die Versuche von Poiseuille 

A einen unendlich grossen und die Geschwindigkeit Vr den Nullwerth 

haben müsste. In Wirklichkeit ist der Gleitungswiderstand (p =■ 

— (a -\- bp -\- cVr ■{- dVr^), der Koeffizient c ist nicht unendlich 

gross und die Geschwindigkeit F,. nicht gleich null. Die von Kirchhoff 

angenommene Hypothese ist daher nicht auf wirkliche Ströme anwendbar 

und alle mit Hülfe der Formeln (4) abgeleitete Resultate entbehren der 

Merkmale der Wirklichkeit. Hierzu gehören zunächst die Ergebnisse des 

§. 3 bis 6, weil dieselben von der Voraussetzung ausgehen, dass A = co 

oder die Geschwindigkeit F,. der Flüssigkeit an einem festen Körper 

null sei. 

In Betreff der allgemeinen Gleichungen (1) und (2) haben vnt zu 

bemerken, dass ihr Geltungsbereich ebenfalls ein ziemlich beschränktes ist. 

Zunächst gelten dieselben nur für gewichtslose Flüssigkeiten (auf deren 

Theile nach S. 370 keine Kräfte wirken). Sodann bei*uhen sie auf 

der Annahme, dass die Druckkomponenten für ein Element lineare 

^ , .. , ^ ^ <^w dv dw dv , dw ow . du 

Funktionen der 6 Grössen :-— , 7^—. -. — , ^— + tt— , -r— + t^— > 

dx cy de oz cy ex cz 

TT- + ö— seien (vergl. 11. Vorlesung, §. 8). Hierdurch sind jene 

j 

Formeln auf Bewegungen in geradlinigen Fäden beschränkt, die Be- 
wegung einer Flüssigkeit in einer Röhre mit variabelem Querschnitte und 
eines Stromes in gekrümmter Bahn (wobei Zentrifugalkräfte auftreten), 
könnte danach nicht behandelt werden. 

Ausserdem finden sich in KirchhofiTs Werke keine Untersuchungen 
über die verschiedenen Systeme von Stromfäden, in welche ein Strom 
zwischen gegebenen Wänden möglicher Weise zerfallen kann, und es ist 
nirgends ein Merkmal angegeben, welches die wirkliche Bewegung 
einer Flüssigkeit vor den unendlich vielen möglichen Bewegungen 
kennzeichnete. 

Die Wellenbewegung, eine der wichtigsten Bewegungen des 
Wassers, behandelt Kirchhoff nicht (die in der 23. und 24. Vorl. er- 
wähnten Wellen sind akustische Schwingungen). 

Ob KirchhofP Stosswirkungen in Flüssigkeiten züläs^t» ist, wie 
schon erwähnt^ aus seinem Werke nicht zu ersehen, da er Bewegungen in 
Gefässen mit plötzlichen Querschnittsveränderungen nicht in Betracht zieht. 

Wenn ich von den Ergänzungen absehe, welche die in KirchhofiTs 
Formeln verflochtenen Hypothesen für die Anwendung auf die Wirklich- 
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keit erfordern; so bleibt ein wesentlicher Unterschied zwischen der 
Kirchhoffschen und unserer Behandlungsweise bestehen , welcher 
sich dahin definiren lässt, dass Kirchhoff nach dem Vorgange von Euler 
und Lagrange die Bewegung verfolgt , welche ein materieller Punkt 
oder ein Atom der Flüssigkeit längs einer Linie beschreibt , wogegen 
wir die Bewegung eines Stromelementes, welches als eine be- 
stimmte gleichartige Masse von veränderlicher Form erscheint, längs 
der Axe eines Strom fadens verfolgen. Diese beiden Auffassungen sind 
sehr verschieden von einander und zwar nicht bloss darin, dass das Strom- 
element veränderlich in der Form , aber homogen in . der Struktur , das 
Atom dagegen unveränderlich in der Form, aber veränderlich hinsichtlich 
seiner Stellung in einem Stromelemente, also als ein bald enger, bald 
weiter in den verschiedenen Richtungen ein und desselben Stromelementes 
sich einreihender Punkt erscheint, sondern auch darin, dass der Weg des 
Stromelementes immer, wenn auch nur auf einen Augenblick, die Axe 
eines strömenden Fadens, also eine wirkliche Stromlinie ist, wogegen der 
Weg eines Atoms nicht nothwendig ein Stromfaden ist. Bei der Wellen- 
bewegung (Nr. 43 ff) ist der Weg jedes Atoms eine Kreislinie, aber 
kein Stromfaden; die Stromfäden ziehen vielmehr quer durch eine Welle, 
wechseln aber unaufhörlich ihren Inhalt oder sind nicht stationär. 

Die eine Behandlungsweise ist so allgemein wie die andere; man 
kann so gut die Bewegung der Atome in Linien, wie die Bewegung der 
Stromelemente in Stromfäden zum Ausgangspunkte wählen, die Resultate 
müssen dieselben werden und der Unterschied kann nur in der Entwick- 
lung hervortreten. Mir scheint die hier eingeschlagene Methode un- 
gleich einfacher zu sein, als die gegenüber stehende, wie aus Folgendem 
hervorgeht. 

Den Ausgangspunkt der Kirchhoffschen Theorie bildet die Darstellung 
der drei Eulerschen Gleichungen mit der Kontinuitätsgleichung (15. Vorl. 
Gl. (10) und (11) oder 26. Vorl. Gl. (2) oder Gl. (3)). Indem dort die 
Geschwindigkeitskomponenten eines Atoms nach den drei rechtwinkligen 
Koordinatenaxen der x, y, mit w, v, w bezeichnet sind, lautet die 
KontinuitätsgleichuDg 

du dv cw 

ox vy dz 

es ist dieselbe, welche wir in Nr. 12 in der Gestalt 

'd z d y dx ^ 

entwickelt haben. Statt dieser Differentialgleichung bedürfen wir in 
unserer Theorie nur der einfachen und ohne Ableitung selbstverständlichen 
Kontinuitätsgleichung iov = con^i. 

In beiden Fällen ist jedoch ausser der Kontinuität die durch Ura- 
lagerung der Atome bedingte Formveränderung und die dazu erforder- 
liche Arbeit zu berücksichtigen: denn die Bewegung der Atome, auf 
welcher die Differentialgleichung beruhet, setzt voraus, dass ein Strom- 
element in den verschiedenen Richtungen verschiedene, seinen „Dilatationen" 
entsprechende Dichtigkeiten annehmen könne. Diese Formel gilt daher, 
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streng genommen^ nur für starre, nicht für flüssige Körper; sie erfordert 
für Flüssigkeiten den oben in Nr. 12 erörterten Zusatz wegen der Um- 
lagerung der Atome, welcher in einer allgemeinen Theorie nicht über- 
gangen werden darf. 

Die drei Eulerschen Gleichungen für die Bewegung eines Atoms 
werden durch unsere Momentengleichung in Nr. 17, also durch eine 
sehr einfache Formel vertreten. 

Ich kann mir nicht versagen, aus dieser Momentengleichung eine in 
der Kirchhoffschen Theorie eine Rolle spielende, zuerst von Helmholt z 
aufgestellte Formel abzuleiten. Die nach z integrirte Momentengleichung 
ergiebt nach Nr. 17, wenn wir den Zeiger 2 auf einen gegebenen Quer- 
schnitt, z. B. auf die Ausflussöffnung , den Zeiger 1 dagegen auf einen 
beliebigen Querschnitt beziehen und daher diesen Zeiger ganz unterdrücken, 



v^^ — v^ = 2 



9^ — -- (P2 — i>) + - / G^S^ 




= 2 CT 



oder v'^ = v^^ — 2U 

Sind nun w, m', u" , die Komponenten der Geschwindigkeit v pa- 
rallel zu den Koordinaten Zy y, x des mit der Geschwindigkeit v sich be- 
wegenden Elementes in einem festen rechtwinkligen Koordinatensysteme; 
so ist v^ =' u^ -\' u''^ -f u"', also 

u^i 4. u'i _f- w"2 ^ ^^2 _ 2 Z7 

Bezeichnet jetzt F das Geschwindigkeitspotential, d. h. 
diejenige Funktion der drei unabhängigen Variabelen o?, y, z, deren par- 
tielle Differentialquotienten 

dF cF , dF 

c z cy ex 

sind; so erhält man die Beziehung 

welche für eine beharrliche Bewegung mit Kirchhoff's Gleichung (20) in 
der 15. Vorlesung übereinstimmt. 

Wegen der Kontinuitätsgleichung hat man auch 

Dass man auch auf der rechten Seite die Arbeit ü der auf die 
Elemente wirkenden Kräfte mit Hülfe des Kräftepotentials gene- 
ralisiren kann, indem man diejenigen auf das Stromelement wirkenden 
Kräfte, welche seiner Masse proportional sind, in drei zu den Koordinaten- 
axen parallele Komponenten zerlegt und diese Komponenten pro Massen- 
einheit geich X, y, Z setzt, sodann unter dem Kräftepotential die Funktion 
V versteht, für welche 

dV Y ^^ V ^^ 7 

cx cy dz 
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m(Xdx+ Ydy -l^ Zd0) = m(^dx+ ~dy+ %^ dz) 

\cx dp * ^ 00 / 



V- - ist , was für den fraglichen Theil der auf das Stromelement vollführten 
Arbeit den Betrag 

dV ^ . 8jr ^ . g F 
dy 

. mithin für den betreffenden Theil von U den Integralwerth dieses Aus- 
druckes ergiebt, ist einleuchtend, hat jedoch für unsere Darstellung keine 
wesentliche Bedeutung. 

Ich bemerke hinsichtlich der Auflösung der partiellen Differential- 
gleichung 

d^F , d^F , d'^F 

dx' ^ dy^ ^ dz^ 

' womit sich Kirchhoff in der 16. und 17. Vorlesung beschäftigt hat, dass 
wir der Auflösung einer noch allgemeineren Gleichung, welche wegen des 

. Grleitungswiderstandes unentbehrlich ist, die Nr. 24 gewidmet haben und 
dass Nr. 25 eine Anwendung davon enthält. 

Zur Kennzeichnung des Unterschiedes zwischen deh vorstehend be- 
sprochenen beiden Behandlungsweisen wiederhole ich die Bemerkung von 
Helmholtz in dessen Abhandlung über „Integrale der hydrodynamischen 
Gleichungen** in Borchardt's Journale für Mathematik, 55. Band, „dass 

. der Einfluss der Reibung auf Flüssigkeiten bisher noch nicht mathematisch 
definirt werden konnte**, eine Mangelhaftigkeit, welche „wohl darin beruhe, 
dass man keine Anschauung von den Formen der Bewegung hatte, welche 
die Reibung in den Flüssigkeiten hervorbringt", wesshalb ihm „eine Unter- 
suchung der Bewegungsformen, bei denen kein Geschwindigkeitspotential 
existirt, von Wichtigkeit zu sein schien**. Indem Helmholtz die durch die 
letzten Worte angekündigte Aufgabe für die von ihm Wirbelfäden genannten 
(in Nr. 21 erwähnten) Figuren in einer glänzenden Weise lös't, scheint er 
nicht die Absicht gehabt zu haben, das Wesen des Fliessens und der 
Gleitung für Flüssigkeiten allgemein festzustellen und mathematisch zu 
begründen, wenigstens lässt seine Abhandlung Diess nicht erkennen. 

Ebenso wenig geschieht Diess von Kirchhoff. Derselbe erwähnt der 
Stromlinien und Stromfäden nur gelegentlich in der 16. Vorl. §. 6, indem 
er die Ersteren als Strömungslinien definirt, welche auf gewissen Flächen 
normal stehen. Diese Fäden werden jedoch nicht zu Grundlagen der 
hydraulischen Theorie genommen, sondern als die Folgezustände behandelt, 
welche sich an die Existenz der Potentiale und die diesen Funktionen ent- 
sprechenden Flächen knüpfen. Den Gleitungswiderstand als Bedingung 
des Fliessens linde ich nicht in dieser Theorie definirt. Die Anwendung 
der allgemeinen Formeln auf die Bewegung in einer geraden Röhre von 
konstantem Kaliber in der 26. Vorl. §. 2, wobei der Gleitungswiderstand 
zu Tage treten müsste, erweis't sich, wie schon vorhin gezeigt ist, als 
irrthümlich und ebenso entspricht die Annahme in §.3, wonach die 
Theile einer Flüssigkeit, welche einen fest-en Körper berührt, an diesem 
haften, nicht allgemein, sondern nur in besonderen Fällen der Wirklichkeit. 
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